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Hoofdstuk I

Inleiding
@1. Laat f(x,y;yqyee.,yﬂ) een functie in de veranderlijken x,y,
Vqs ey zijn. De vergelljking

™

2
dy d7y aYy =0

f(xyyy"‘—y—"r'fﬁ 008 T

die een verband aangeeft tussen x, de onbekende functie y = y(x) en cen
aantal van zijn afgeleiden, heet ecn gewone differentisalvergelijking.

Onder een integraal van deze vergelijking verstaan wij elke functie v(x),
zodat in zeker interval a<«<x«b
f {Xssf(xny*(x),y“(x),.”,y<“><x>f = o.

Onder de orde van een vergelljking verstaan wij de orde van de hoogste
afgeleide, die voorkomt; in ons peval n,

it

Voorbeelden: y J"f(x)dx 1s een integraal van de vergelijking van de

I

cerste orde y! f(x); vy =8in x en y = cos x zijn integralen van de
vergellijking van de tweede orde y" + y = 0,
Een differentiaalvergeli jking heeft in het algemeen ©0 veel inte-

gralen. Zo heeft y”4+ y = 0 als integraal elke functie
y(x) = C 8in x + Ccos x,

- wWaar 01 en 02 constanten zijn.
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§:2. Differentiaalverrelljkingen treden zeer veelvuldig in de toe-
passingen van de wiskundc op. WiJ geven twee voorbeeldeni
a) Voor de "vrije val" van een matericel punt hebben wij
Y=g, Vv=_ = vy o+ gt, s =8  + th - %gtg‘
Voor de val in =en medium hebben wij tevens rekcening te houden met cen
weerstand W, welke voor kleine snelhcden evenredig is met de snelheild:

W = kv.

Stellen wij de massa gelijk aan m, dan is dus de naar beneden gerichte
kracht in dit geval

»

mg - kv = mv.

WiJ hebben dus v = v(t) op te lossen uit de differentiaalvergelijking

van de eerste orde: (1) T e av = g (a = %),
1yl
b) R L WiJj beschouwen de electrische

stroom in een gesloten keten
met een stroombron met E.M.K.
gelijk aan E(t), een weerstand
R en een zelfinductie L. Wiy wensen b.v. de stroomsterkte I(t) te kenncn
als functie van de tigd t.

De E.M.K. van zelfinductie 1is ~Li; de totale E.M.K. 1s dus

E(t) - LI = RI
of
(2) LI + RI = E(t);

weer een differentiaalverpelijking van de cerste orde.
In het volgende hoofdstuk zullen wij de vergelijkingen (1) en (2)
"integreren",

3, In het voorgaande bespraken wij functiesy(x) met hun afgeleiden,
van één veranderlijke. Bij de tocpassingen komt het vaak voor, dat de be-
schouwde functie van méér variabelen afhangen en dat men dan tot een ver-
geli jking gevoerd wordt waarin ook de parti¥lc afgelelden e¢en rol spelen.
Men zoekt dan b.v. een functie z = z(x,y) van twee veranderlijken x en vy,
welke voldoet aan een betrekking

2 2 2
£ , 332 &Z 32 gz A"z
(X:y & axjayjaxe’gxdy’aygh“)

QE% e ﬁiﬁ = 0,
ay°

ax S

= Q3
b.v.
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Wij spreken dan van een partitle differentiaalvergeli jking. Zulke vergcl
1ijkingen zullen wij hler echter nict behandelen,

Hoofdstuk II

Elementaire oplossingsmethoden.

§1. De lineaire vergelijking van de eerste orde:
a(x)y' + b(x)y + ¢(x) = 0.
Deze kunnen wij meestal op de vorm
(1) y'orat(x)y = (3(x)
brengen. In het volgende nemen wij aan, datok(x) en3(x) continu in

X, LX LX, zijn.
T In plaats van (1) beschouwen wij de vergelijking

(1a) my' +omy =f3m,

waar m = m(x) een nog nader te bepalen functle is, dle in [xo,xq] niet
nul wordt. Kiezen wij m z6, dat

(1p) m' =&(m

{8, dan staat links in (1a) de afgeleide van my, dus (my)' z/3m, of

y(x) = (n(x))™" {B(x)n(x)ax,

waarmee dan de vergelijking (1) gefntegreerd is.
Het is dus voldoende ¢én oplossing van (1b) te zoeken; nu 1is
m'(x)/m(x) =&(x); dus voldoet

Ajo((t)dt

Wij pasten hierboven cen alpemene mecthode toe, nl. die van de "in-

(1¢) m(x) = ¢

tegrerende factor", De functie m(x),in (1c) hect een multiplicator of

integrerende factor van de vergeliljking (1) omdat het linkerlid van (1)

na vermenigvuldiging met m overgaat in een afgeleide, waardoor het pro-
bleem teruggebracht is tot een cenvoudige integratie,
Bijzonder geval: o« (x) = a = constante:

v' + ay = (3(><)-
ax

Een Integrerende factor is num = ¢ 75 dus
pix)e™
vy = e"afjhﬁ(x)eaxdx.

it

S(e%y)
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ax

Is ook nog ﬁ(x‘} = 0, dan vinden wij zo vy = Ce~ (C constante).

§Q. Toepassingen,
a) Op het probleem van het vallend lichaam met differentiaalvergelijking

(1,1) vV +av =g (a = %}.
De voorgaande methode pgecft
v = % + cedt

De constante C kunnen wij bepalen ult een verder gegeven, b.v. ult de
snelheld Vo OP de tijd t = 0. In dit laatste geval komt er

v = % + (v - %)e“ﬁt.

0
Voor t— 00 nadert v dus tot de 'stationaire" waarde-% = é% (ook te voor-
spellen ult (I,1)). Toepassing op bezinkingssnelheid van deelt Jes.

b) Op probleem b) uit I.
(1,2) LI + RI = E(t)

t
De integrerende factor is nu.LJe‘r . Wij krijgen

By Ry
r-1 T fE(t)eL dt.

Als wig I = Io nemen op de tijd t = to’ dan vinden wi]j tenslotte
R R, R
-—=(t-t_ ) ., -+t ¢

I=1ge T oyl b j; E(t)ufmdt

o

Het bijzondere geval E(t) = E,

i

constant levert

" ..--Ei " -
B EO ( LO ﬁ L(t to)
T ===+ (I - —=2)¢
R R E
De eerste term rechts geeft de "stationaire" waarde j% voor I, de twecede

term heet "inschakelterm".

O

Opgave: Behandel het geval E(t) = Esinwt, 1(0) = 0.

Antwoord: Stelt men tg :‘%%) dan is
E wlL
I= -§*g—w~w e
R+ L

%pz"phasevertragingn (zie Hort-Thoma § 75)
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3. De z.g. methode van "variatie van constante" toegepast op (1).
Men zoeke ecerst de integralen van de bijbehorende "homogene" ver-
gell jking

(2) v +e&X(x)y = 0
x
Men vindt 1}; x(t)dt
y =ce ° )

waar ¢ een willekeurige constante is. Stel ter efkorting

jx ()
- ol{t)dt
u(x) = ¢ ©

dan zijn dus de integralen van (2) te schrijven als y = cu. Nu vervangt

men de constante ¢ door een functie v(x) en men probeert deze functie zd
te bepalen, dat y = v(x)u(x) aan (1) voldoct. Na substitutie van y = vu

in (1) vindt men

uv' + (u' ro)v = 3 j e (t)at
-1 %o
V! =(3u “B(x)e :

zodat een nieuwe integratic v(x) levert en dus ook y(x). Controleer het
resultaat met dat van 1.

Zijn yq(x),yg(x) en y3(x) drie integralen van (1), dan voldoet
zowel Vi -9 als Vq - y3 aan de homogene verpgelijking

: y' +ny = 0, x
zodat [ o (t)at
r P ¢ 0
Yo = Ve = O
- [ () at
o]

Y1 - ya = Cge

y(x) = v (x)

Men vindt zo, dat de verhouding
’ SRR ¢

constant is.

§Qn Opgaven. Integreer de volgende differentiaalvergeli jkingen:

1. y' - ay = % (a en Aconstant).

Antwoord: y = ngeAx + ce?,
2. y'cos x + ysin x = 1.

Antwoord: y = gin x + Ccos x.
3. (x2+ Ny' - 2xy = x2+ 1.

Antwoord: y = (x2+ 1)(arc tg x + C).
box +y +y =0,

Antwoord: y = - x + 1 + Ce™%,
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5. Xy' = vy = x3+

A

3

o

Antwoord: v = x3~ 1 + Cx.
. arc sin x
6.V1 - x° o+ oy o+ S =0 .

Vﬂ—xz

Antwoord: y = i% 1Og,§_£_%) n ?f Lare sin x
7. Los de vorige

raagstukken ook %p mct "variatic van constanten".

,§ 5. De vergelijking van Riccati
Passen wi] op cen linecalrc vergeli jking

y' o= a(x) + b(x)y
de substitutics
(32) z =y + p(x)
(3b) z = q(x)y

toc, dan gaat deze telkens in een nicuwe linecaire vergelijking over,

1l

.j p(x) en q(x) differentieerbaar

Dit 1s in het algemecen niet meer het geval voor de substitutie
g

¢ = -,
(3¢) z =3

De vergelijking van Riccati, gedefinicerd door
(%) y' o= alx) + b(x)y + e(x)y°,

gaat daarentegen door c¢lk van de substitutics (3) in ¢en nieuwe ver-
gclijking van Riccati over., Specieal levert de laatste (3c¢)

(5) z! = - ¢(x) - b(x)z - a(x)zg.

Deze beschouwing geeft al direct ecen oplossingsmethode voor de
specilale vergeli jking van Riccati

2

(6) y'o=b(x)y + c(x)y°.
Door de¢ substitutle z = % gaat deze nl, over in de linecalre vergelljking

z!' = - ¢(x) - b(x)z.

Opmerking: (6) is ook cen bijzonder geval van de z.g. vergelijking van
Bernoulli
y' = b(x)y + ¢(x)y"  (n constant).

Deze wordt tot de linealre teruggebracht door cerst links en rechts

door ¥y te delen en dan z = yﬁ-n te stellen.,



Liouville heeft bewezen, dat de vergelljking van Riccatl slechts
in zeer biljzondere gevallen "elementair geIntegreerd" kan worden (zic
J.F. Ritt, Intcgration in finiftc Terms; p. 70). Wel is dit laatste het
geval als men recds cen particulicere integraal van (4) kent. Is deze

yq(x), dan stelt men nl.,
Z =9 = ¥4
Dan gaat (4) over in cen nicuwe vergelljking van Riccatil
2
I — »
z' = aq(x) + bq(x)z + cq(x)z .
Aan deze vergelijking voldoet c¢chter z = 0, dus aq(x)ggo, zodat deze

de vorm (6) heeft, welke door cen nicuwe substitutie

_ 1 1
w=z= §“T“§;
overgaat in een linecaire vergelljking in w.
Kent men twee verschillende particullere integralen V4 €0 Yo van

(4), dan stelt men

Sl SN -y
- — )
¥ Yq N y4

welke blijkbaar aan cen linecaire vergeli jking
z' = A(x) + B(xX)z

voldoet. Nu is bovendien A(x) = 0, dus

(7) z! = B(x)z.

Eén integratie is nu voldoende voor de oplossing.
Stel, dat Vys¥ps¥q €0 Ty vier intcgralen van (4) zijn, dan
voldoct zowel

Vo = ¥ Vp = ¥
Z,‘ = '37—3-—-:——572—- als 22 = '—LL‘:——B-;E—
3 7 Ty T Iy

aan (7), zodat 2512, constant is. M.a.w. Zijn yq(x),yz(x),y3(x) en yu(x)
vier integralen van dezelfde differentiaalvergelijking van Riccati, dan

is de dubbelverhouding

yq-ygqu-yE
yq"yqﬂyB"yq

voor e¢lke x dezelfde,
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Aanvullingen: Mcn bewil jst gemakkeli jk, dat alle lincaire substitutics

o (x)y +R(x) o (x) 3(x)
= 00 T s #o

cen groep vormen, Elke dergeliljke substitutie 1s op te bouwen uit de

z met H =

clementaire substitutics (3); immers

oy #B3 ot a1
gy té way'/‘é‘

Een vergelijking van Riccati gaat dus door cen niet singuliere linecairc

°

substitutic over in ¢en nil.uwe vergelljking van Riccati,

6. Opgaven
1.Integreer:y'= - y + (x - W)YE'

Antwoord: y = ~_~1__§ s ¥V =0.
X + Ce
2. Integreer: y' - Uxy = 2Vy met bijvoorwaarde y(0) = O.
ox?, (X £2 |2
Antwoord: y = € (j; € dt)c, y = o.

3. Integreer: y' = (y - 1)(xy -y - Xx).
1

Antwoord: y = + 1 = 0 V=
x + Ce
L, Intcgreer: y' + xy2~ (2x2+ Ny +x2 +x -1=0,
Antwoord: y = x + 1 == 5 ¥ = X.
x -1+ Ce
2
5. Integreer: xy' + v = xy~,
Antwoord: y = —--1—QT§ .
2x + Cx

6. Intecgreer: ysin x + y'cos x = yg.

cos X
- 8in x + C

Antwoord: y =
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§7. Scheilding van variabelen, We zeggen, dat van een differentiaalver-
gelijking de variabelen geschelden zijn als deze de vorm

8 .. F(x) dx + g(y) dy = O

heeft, waarbij we veronderstellen, dat f(x) en g(x) continu zijn in ze-
ker interval. Men bewiljst gemakkelijk, dat (8) equivalent is met

(9) ' jfbd m<+5g(y)dy= cC.
Blijkbaar zijn in een vergelijking van het type

A(x) B(y) dx + C(x) D(y) dy = O

de variabelen steeds te scheiden.
Voorbeeld:

x(1+y2) dx + y(1+x2) dy = 0
2% 2y

— dx + —=5 dy = O

T+X 1+y

T 2X 2y

—~—2-dx+J—-——-2-dy=C
jﬁ1+x 1+y

(1+x2)(1+y2) = C,

Fen voorbeeld uilt de praktijk 1s de vergelijking die de stand van het
grondwater beheerst In de omgeving van een cilindrische put:

dy Q

dx = 27T kxy ’

waar k en Q constanten zijn (zie Hort-Thoma p.122),

§8. Invoering van een nieuwe veranderli jke.

Deze methode 1s ook al toegepast blj de vergelijkingen van Ricecati
en Bernoullil,

Voorbeeld 1. %% = f(ax + by), waar £(t) een in een interval continue
functie betekent en waar a en b constanten zijn. In dit geval stellen we
ax+by=z. Dit geeft '

dz = a dx + bdy = (& + b f(z)) dx,

zodat de variabelen z en X te scheiden zijn.
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d ﬂ
Voorbeeld 2. 6% TX T F ely)

Vat omgekeerd x als functie van y op en men krijgt een lineaire

vergell jking

&= oy)x + 8ly).

Voorbeeld 3. 4xy" + (b+x)y' = 0,

Stel y'=z, dus 4xz' + (4+x)z=0; integratie geeft
b
)

o 1 -
Hierin is Jh g e ¢ dt = Ei(x) een getabelleerde functie, welke o0.a.

X

X

nauw samenhangt met 1i x uf. 29%~£ dt uit de theorie der priemgetal-
2

len,

i

Voorbeeld 4, De parti¥le differentiaalvergelijking van een verhitte
draad luidt

() 6,=2(0,.+v0,)

(9=m temperatuur, t=ti1jd, r=afstand tot de draad).
2
De dimensie van a 18 blljkbaar gellijk aan dile van %; , zodat

X rz/at dimensieloos is. We zoeken nu een oplossing van (P) van de vorm

§(x).
2 2 2
< 48 er  df 2 dg 2 48
8‘5: - .]Pt dx ’ Qr': 5’% X’ errz(ﬁ%> ax t3E Ix%

[

Substitutie in (P) geeft

bx ﬂféi + (4 + x) %%l = 0,

dx

Integratlie volgens voorbeeld 3 geeft

0 1 -t
f}(r,t) = Cgufkrg g7 e™r at + ¢,
I3%

ra
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%SQ. Homogene vergell jkingen,
(10) A(x,y) dx + B(x,y) dy = 0,

waar A(x,y) en B(x,y) continu zijn en bovendien homogeen in x en y van
dezelfde graad n; d.w.z. A(tx, ty)=t"A(x,y), B(tx,ty)=t"B(x,y). Door

gl

t=x" ' te nemen gaat (10) over in

a1, L) dax + B(1, ¥) gy = o.
X x
Stel nu %mv, dan komt er
{A(ﬂ,v) + v B(ﬂ,v)} dx + x B(1,v) dv = 0,

zodat de variabelen te scheiden zijn.
Fen vergell jking

g 0,1)(4'!9,13,*4-0,l

N
X ~ a,X+b,y+C,

wordt overgevoerd in een homogene door de substitutie

X = Xo + X, ¥ = yo + 7,

waar (xo,yo) het snijpunt is van de beide rechten
ayx + byy +cy =0 (1 = 1,2).

ay - g

D acg &) D=g - ‘ ¢ 18 =
Pit gaat als D=a b, ﬁglq¥0 en dan is 3¢

Is D=0, b1¥o, dan stelt men y + a "quz en men vindt een verge-

17
lijking, waarin de varilabelen te scheiden zijn:
dz _ Pa*eq By
dx ~ boz+c, T b, ¢
s [ 1
Behandel zelf: I=0, b,=0.
Geheel analoog behandelt men de vergell jking
%l B f(ﬁqx+bqy+cq)
X agx+52y+c2 :

§10. QOpgaven,

L o]
1. Integreer (xa+1}(y“—1) + %y y'=0
 Antwoord: ye=1 + 0x=2 =X



” I/"‘)
2. Integreer (x+y)© %% = k°

Antwoord: y = C + k arc tg Eﬁl .
. 2 .2
3. (x-y9)

Antwoord: x2 + v7 = Ox,

dx + 2 xy dy 0

#

4 3y dy
oy + (x7-2xy”) H% = 0
Antwoord: x3+yjm C xy.

4, y@—éx

L

2 .2 2 .z
. x(x“+3y°) + yly +jx£) g% = 0

4

i 2.2
Antwoord: x' + 6x°y° + y C.

H

(G

(3y=7x+7)dx + (Ty-3x+3)dy = 0

fi

Antwoord: (y-xM)2 (y+x-1)5 = C.

§11. Exacte vergell jkingen.

In het volgende z1lj G telkens een enkelvoudig samenhangend gebied
van het x-y-vlak. Stel U(x,y) bezit in G continue afgeleiden UX en Uy.
Laat verder de in het interval (xo,xq) differentieerbare functie y=y(x)
de eigenschap hebben, dat voor elke x uit Q’Xﬂ) het punt (x,y) steeds
in G ligt, terwijl

(11) U(x,y) = ¢

1s. Doer differentiatie van (11) naar x volgt, dat y dan voldoet aan de
vergell jking

(12) U dx + U dy = 0,

y

Omgekeerd voldoet dan elke integraal van (12) bij geschikte keuze van 2
aan (11).

We beschouwen nu een differentisalvergeli jking

(13) A(X:y)dx + B(x,y)dy = 0,

waar A en B iIn G continue eerste afgelelden naar x en y hebben,

Definitie: De vergelljking (13) wordt exact genoemd als het linker-
1id bovendien een totale differentisnl is,m.~.w. als er een functile U(x,y)
bestaat, zodat

(14) U =A, U, =B.

Nog anders: als vector (A,B) = grad U.
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Voorbeeld: (x3+y)dx + (x+y3)dy = 0 18 exact; men kieze
; b
U= %f + Xy o+ %— .
" Een exacte vergelljking wordt geintegreerd door (11).
De vergelljking (13) is dan en alleen dan exact 2ls de z.g. inte-

grablliteltsvoorwaarde 1is vervuld:

BewiJs: 1) Stel (13) is exact, zodat (14) geldt; biljgevolg geldt de
integrablliteitsvoorwaarde,

2) Het ngekeerde'bewijzen we hier alleen voor het geval, dat
G een gerichte rechthoek 1s. Kles in G een vast punt (xo,yo) en beschouw

X ¥

(15) U(X,Y) = Jr A(x,yo)dx + Jﬁ B(X,y)dy.
XO yQ
Dan is y
U (X,¥) = A(y ) + Uy B, (X,y)dy
‘y(‘)
y
- A(X,y,) +j A (X,y)dy = A(X,Y),
yO
uy(x,y) = B(¥%,VY).
Q.E.D.

Voor het bewl]s In het algemene geval kieze men Iin G een vast punt
(xc,ye) en een veranderlijk punt (X,Y) en verbinde deze door een in G
verlopende weg C, Onder de integrabiliteltsvoorwaarde Ay-—.Bx bligkt de
wegintegraal

(16) U(X,Y) = vf (A dx + B dy)

onafhankelijk te zljn van de keuze van de weg: U stelt dan de "poten-
tiaal" van het vectorveld (A,B) voovr. Zie b.v. R, Courant, Differential
and Integral Calculus, Volume II, Chapter Vy.fh and§'5.

Klest men de weg zo0, dat op het laatste stuk y=Y constant blijft, dan
volgt UX(X,Y)mA(X,Y). Analoog door x=X constant te houden Uy(X,Y B(X,Y).
Merk op, dat (15) een bijzonder geval van (16) is.
De formules (15) of (16) geven tevens een berekeningsmethode voor
de functie U(x,y), zodat een exacte differentiaalvergelijking langs dezc
weg vaak gelntegreerd kan worden. Voor de praktijk is de volgende modi-
ficatlie lets eenvoudiger:
voorbeeld: Integreer de exacte vergelijking
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(17) ex(y+xy+sim y)dx + e*(x+cos y)dy = O
Oplossing: U(x,y) is te bepalen uit
U.= e (y + xy + sin y)
U= e’ (x + cos y)
Uit de laatste volgt door integratlie naar vy
X

U=xye +e siny + £(x),

U=V eX +xy e’ + et siny + £1(x),

zodat £'(x)= 0 moet zijn. We vinden
(18) U=e" (xy + sin y).

+12. Integrerende factoren, G en de vergelljking Adx + Bdy=0 worden
als in 11 gekozen,

Definitie. Is m:m(x,y)iﬂ)e&nwi&mctie met continue eerste afgelei-
den in G, zd dat
mAdx +mBdy = C

exact is, dan heet m een integrerende factor (multiplicator) van
Adx + B dy = 0, [.C}"(X)\"ix
Voorbeeld: m=e - is een integrerende factor van de lineaire

vergell jking {cx(x)y - Q(xi} dx + dy = 0 (zle ook §‘1).
Noodzakelijk en voldoende opdat m een integrerende factor 1s, is

(ma), = (mB),

of ultgewerkt

(19) m(Ay—BX) +Amg - Bm, =0,

een parti&le differentiaalvergelijking voor m.

Stelling. Laat m een integrerende factor zljn van Adx + Bdy = 0, -odat
er een functie U(x,y) bestaat met

Uy =mA, U =mB.

Tenslotte zl] f(t) een willekeurige functie van één variabele t met con-
tinue afgeleide.

Dan 18 M=m f(U) weer een integrerende factor van Adx + Bdy=0.



Bewljs. We hebben M=m £(U), dus

3
M, = my £(U) +m £°(U) U, = my £(u) + m“A £'(U)

)
M, = my f(U) +m £1(U) U, = my £(u) + m“B £'(U).

Hieprult volgt

i

M(Ag-B) + A My - B M, {m({\._y—ﬁx) fhmg - B mx} £(U),

zodat, daar m aan (19) voldoet, dit tevens het geval is met M in plaats
van m. Q.E.D.

§13. Het zoeken van een integrerende factor.
]

Methode A: We zoeken een particuliere integraal van de partigle
differentiaalvergelijking (19). Bijvoorbeeld we proberen een functle
m=m(x) die van x alleen afhangt. Dan krijgt men
Y -1 dm . -
12@) m ai" s B
Deze methode gelukt als het rechterlid onafhankelijk van y 1s.

Voorbeeld: Integreer (y+xy+sin y) dx + (x + cos y) dy=0.
Oplossing: B =x + cos vy, B=1, Ayu1+x4 sy, zodat (20)wordt

-1 dm . .
m = = (onafhankelijk van y)

X
We vinden de integrerende {actor m=e ; m.a.w,

(17) eX (y + xy + sin y) dx + &

(x + cos y)dy = O
is exact.

Voor verdere uitwerking zle voorbeeld §11.

Gelukt de voorgaande methode niet, dan kunnen we geheel analoog
traocaten een integrerende factor te bepalen, die alléén van y afhangt,
n"11één van x+y, x-y, xy of alléén van y/x (vgl. § 14, opgave 6).

Methode B, Wanneer twee vergelljkingen

T —

(2) Ay dx + By dy = O (1 =1,2)

een gemeencchappelljke integrerende factor m hebben, dan 1s m ook een
nultiplicator van de vergelljking

(A, + Ay) dx + (B, + By) dy = O.
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We behandelen nu een methode om zo'n gemeenschappelijke factor te vin-
den. Laten de vergelijkingen (21) resp. de multiplicatoren my hebben.
We integreren deze In de vorm

U, (X‘Jy) = C

i i

Volgens de stelling uit de vorige paragraaf zijn dan voor willekeurige

differentieerbare functies fi(t) ook mﬂfq(Uq) en mgfg(Ug) integrerende
factoren. Er is een gemeenschappelijke multiplicator als
m,‘f/\(Uq) gmgfg(Ug) in x en vy.
Voorbeeld, Zoek een integrerende factor voor
(y3+x) dx + (x3+y)dy = 0,
We splitsen deze in
dex + x3dy =0 X dx +y dy = 0 exact
Q% + Q% = 0 exact
X y
= 3,73 -
m, = x 7y m2~1
-2, =2 2,2

We trachten nu fq(t) en fg(t) z4 te vinden dat

3

3~ -2, =2 2.2
77 (xR )

X = £, (x%+y

Men vindt zo de gemeenschappeliljke multiplicator
m= (x% +y%) ¥

(Neem n.1. fq(t)zfg(t):t”B/g).
$£14. Opgaven,

1. Is de integrablliteltsvoorwaarde Ay:BX vervuld, dan is

X Y N X

d{ A(x,y,)dx +L5- B(x,y)dy =u( B(%,,y)dy +uf A(x,y)ax .
v

X
0O O yO XC)

2. Toon aan, dat de volgende vergelijking exact is en integreer daarna:

2X -y 2V +X

~s5—75 dx + 5 dy = O
. x2+y x2+y
Antwoord: log(xZ+y2)- arc tg % = C,



L
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el - -
Integreer: (y“e*+e™V)dx + (2ye*-xe™V+1)dy = 0
C.

[») -
Antwoord: y“e® + xe Y4y =

. Bewljs dat van de homogene vergelljking A dx + B dy = O,

m ::-(3vcf\+‘yB)Ji een integrerende factor 1is,

(Gebruik de bekende formule van Euler: xe+yFymnF, geldlg voor een

homogene functle F(x,y) van de nde graad).
Integreer x dx + y(1 + ng+y2)dymo.

Aanwljzing: Splits de vergelijking in x dx + y dy = 0 en

Vx“+y© y dy = 0.
en pas methode B van ~§13 toe,

Antwoord: Vx“+y© + 1y© = C.

Van de vergelijking A dx + B dy = 0 kan men een integrerende factor

vinden die:

a) alleen van y afhangt als n"q(Bx—Ay) niet van x afhangt ;
Ay =

by " "oxey M 0 ByBy een functie van x+y 1is ;
B -A
13»—

c) " "oxy " " ~l~§§ een functie van xy is
yB-xA

B_-A
. o
u) " noE oon "ox® XY een functie van X 1s
J xA+yB J

’ ” ~ . " :
3+Ex‘yg-y“) dx + (x2y2+2xjy-2x2)dym0

Integreer (xy
Aanwljzing: pas bHc toe,
Nty PR S FEL -
Antwoord: e (x i y) = C,
~ ) S [}
Integreer {sin x - x cos x - 3x¢(y-x)f} dx + 3x“(y-x)° dy=0.
Aanwljzing: pas §13, A toe,

Integreer: dy + (y tg x - sin 2x) dx = 0.
]
Antwoord: y = -2 cos“x + C cos X.

Bewl js: zijﬂ2m1 en m, twee integrerende factoren van A dx + B dy =0,
Stzllen we Anqx w, dan is B u)xaAkuyzO, zodat w(x,y)=C gesteld,

de vergelljking integreert,

Integreer (x+y)dx + dy = 0
a) door direct een Integrerende factor te bepalen,
b) door x+z=u te stellen.

tntwoord: ex(x+y~1)mc.
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gewone differentiaalvergell jkingen

door

Prof.Dr J, Popken

III

§ﬂ5. Integratie door middel van machtreeksen,

Als de voorgaande methoden geen succes hebben tracht men vaak de
oplossing te vinden in de gedaante van een machtreeks.

Voorbeeld: Integreer

(22) ykx) = co8 X + 8in vy

zodat y=0 voor Xx=0,

We stellen daartoe, dat de oplossing in de gedaante van een macht-
reeks
2
LI

y=0C_ 4+ C,X +¢C

0 !
kan worden geschreven. Wegens y=0 voor x=0 volgt onmiddellijk co=o. Ver-
der 1s |

n
Un E -x;% y( }(O),
zodat we slechts y'(0), y"(0), y*"0),-- enz. te berekenen hebben,
Uit (22) volgt na substitutie x=0

y'(0) = 1;
na differentiatie van (22) gevolgd door de substitutle x=0
y''{x)= - sln x +y' cos y, y" (0) =1,
y'i(x)= - cos x - (y')'2 sin y + y"cos y, y'"'(0) =0,
1)3

y(ﬂ)(x)m sin x - 3y'y"sin y - (y cos y + y'''cos y, y(4>(0)a -

2 1k
X" = X+ -

g

o
>

S’
i
=
+

nf

Meer algemeen kan men deze methode toepassen blj differentiasalver-
gelijkingen van het type

v o= f(x,y).
np de vraag onder welke omstandigheden de zo gevonden machtreeksen con-
vergeren gaan we hier nlet in,

Opgave 1. Bereken in bovenstaand voorbeeld ook ¢y €N Cg. Antwoord:

4
05m - 3?6-, G6m - ?6 .
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2, Pag de methode toe op de vergelljking
yr= 1ty

y=0 voor x=0, Aldus krijgt men de machtreeks voor tg X. Antwoord:
1.0 2 5

'&'(X) = g X = X +-,3-xj +-;‘.g5.x*’)+..-..

App

1.

6.

endix: Enkele gebruikte hegrippen en stellingen:

TR TR

Differentiaal: Stel y = y(x) is gegeven,

def
dx = ox; oy = y(x + ax) - y(x);
def q
dy = a%-dx; dy 1s een benadering voor ay.

d(y, £ ¥p) = dyy +dyys A(yyvp) = ¥, AVp + ¥, V45
| 2
d(v,/v,) = (v, dy, = v, dy,) / 9,5,

Cmgeving van een punt (xo,yo) van het x-y-vlak: elke cirkelschijf
zonder rand met (xO,yO) als middelpunt.
Equivalent: alle punten (x,y) met

Ix - x ) < &, |y- Vo| < & (= vierkant zonder rand).

R open .
Gebled in het x~y-vlak isamenhangend 5

open wil zeggen: met (xo,yo} behoort ook een voldoend klein geko-
zen omgeving van (xO,yO) tot het gebled;

samenhangend: elk tweetal punten 1n het gebled is te verbinden
door een polygoon, welke geheel tot het gebled behoort.

Gebied van enkelvoudige samenhang: het gebied is omsloten door één
kromme zonder dubbelpunten,

f{x,y) heet continu in (Xo’yo> als blJ elke ¢ »0 een omgeving
van (xo,yo) te vinden 1s, zodat voor elk punt van die omgeving
geldt:

(23) | £(x,y) - f{xy )V <e s

Equivalent daarmee: ¢, § definitie; BlJj elke & >0 1s een & 50,
te vinden, zodat (23) geldt voor

Ix ~x 1< é& , |yv-y {cs.

Parti&le afgeleide naar x:
af ) def f(xo+h,y0)—f(x0,yo)
x

X=X, V=V h >0 h
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. [ ) 23
andere notaties: %% f, ix, fx, DK £,
af . - ® »
Analoog: (gi) = L f{xa,yo*k) £ nls)
y meo, ymyg e - o . le
O s p "o
Notaties.ﬂry f, fy, fy, My‘f.
tweede partille afgelelden:
2 ;df  _2f 2
ox (‘Sf >~"bxg = Iy = Dyx T
2 2f 2% 2
2 2r bng volgorde van
s 5§'> = 3y % - lyx < Yyx £ X en y)
> > 2
2—- e = e D Jn
§%~( 2y ) 2v° Fyy vy

Differentieerbare functie f(x,y):

af = f(x+h, y+k) - f(x,y) = Ah + Bk + ¢

van h en k afhangen en wgar tq, £y —> 0 als h,k -0,
Gemakkelijk volgt 1) A = fyo B = Ly

2) f(x,y) is zeker differentieerbaar als fx en fy continu zijn.
def def
Differentiasgl vocr f(x,y): dx ™ ax=h, dy = ay=k
def

B emd

af == Ah + Bk = £ dx + £ dy,

df is een approximatie voor af (foutenrekening).

Analoge defirnities voor functies van meer dan twee veranderlijken,

. Stelling: Zijn fxy en fyx in een gebled continuc, dan geldt hier

fxy = fyx (m.a.w. de volgorde der differentiaties is on-

verschillig).
Kettingregel voor een samengestelde functile

f(x,y) = F iu(x:y); v(x,y), W(X:y)} .

Laat de optredende functies u,v,w,F(u,v,w) alle differentieerbaar
zijn (zle 7.), dan volgt:

{ fo=F,u, +F v, +F w

fy = Fu Uy + FV A FW W

¥ y

Voorbeeld: £(x,y) = 8in u, waar u = xg + y2

du 2
f_ = cos u 3z = 2 % cos (x* + vy

x 2)

®

1h + eﬁk, waar A en B nlet
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Hoofdstuk III - Toepassingen

Ef B §1. De kettinglijn.
Een draad met lengte 1 18 op-
;;4/4 gehangen in de vaste punten
| ”“;Hs A(xgs¥,) en B(x,,v,) (vel.de
I figuur).
De draad is homogeen en heeft
0 i X het gewicht @ per lengte een-
Xyq

heid, Bovendien 1s de draad
volkomen buigzaam, (d.w.z. de draad neemt overal de richtling van de
spanning aan). Gevraagd de vorm van de draad.

Neem een willekeurlg punt P(x,y) van de draad; het stuk AP 1s in
evenwicht:

a) de horizontale compcnenten van de spanningen in A en P zljn ge-
11jk doch tegengesteld gericht: H _=H (H is dus constant).

b) voor de verticele componenten V en V geldt

vV o+ V = gewlcht van de draad AP = S?_f ”J

g% J;x N1 ‘)2 ax

g 2

+
+
5q§:<§q°<

, een differentiaalvergell jking.

omf‘“’

il

Stel v! z, dan volgt

T

De variabelen x en z zijn nu te schelden; integratie levert

log (z + /1 + zg)
z

(1) y

De "kettinglijn" is dus identiek met de grafilek van de functie in het
rechterlid.

In de oplossing (1) staan echter nog drie onbekende parameters
k,c en Cq- Hoe bepalen wij deze in een concreet geval, b.v. als we de
co¥rdinaten van de ophangpunten A(xg,yo) en B(xq,yq) kennen en als de
lengte 1 bovendien gegeven is?

omh

i

k(x+c), met k= %L .
o

sinh k(x + ¢)

il

it

/‘
E cosh k(x +c) + ¢,



Wegens (1) leveren ons de gegevens

(a) Vo = % cosh k (x_ +¢c) +¢

0 1

4
(v) vy = E cosh k (x1 +c) + ¢,

(¢) 1= _[ 1+ (y! ) ax = M[X W/g + (% §% cosh k(x+c)F dx
%o
We gebruiken in het volgende de formules sinh x = 3(e*-e™%),
cosh x = 4(e+e™),

(x) cosh®x - sinh®x = 1
(y) é% cosh x = sinh x, é% sinh x = cosh X
(z,) sinh x - sinh y = 2 cosh $(x+y) sinh %(x-y)
(22) cosh x - cosh y = 2 sinh 3(x+y) sinh 3(x-y).
Uit (a) en (b) elimineren we c:
(2) k(y4-¥,) = 2 sinh ¥k (x,+x_+2c) sinh }k (xq—xo).
Uit (c¢) volgt
X x
1 g
1l = *[ \/1 + (sinh k(x+c))2 dx = ‘£ cosh k(x+c) dx
e 0
kl = sinh k(x1+c) - sinh k(xo+c)
(3) g = 2 cosh 3k (x,+x_+2c) sinh }k (xq—xc).

Uit (2) en (3) elinimeren we de parameter ¢ met behulp van (x). Er

komt

2,2

K212 - kB(y,-y,)% = 4 sinn® dk(x,-x,)

/‘

2 2
sinh $ k (x,-x) \/i -(y4-v,)

1
gk(xq-xo) X4=X g
“jlz—(yq—yo)g
Stellen we %k (xq-xo) = X, = oL (bekend),
X, =X
170

dan wordt dit
(3) sih X o
Met behulp van een tafel van functiewaarden voor §i¥£—5 is hieéruilt X,

en dus k, te bepalen.
Er 1s één en slechts één positleve waarde voor X, dle aan (3) vol-
doet, omdat
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Q

1 A > 1
20 ginh x At voor X -» 0
X - b @ VOOD K~ OO

30 ginh x

T monotoon stijgt voor x >0,

w

¢ 1s nu eenduldig te bepalen uit formule (2), omdat sinh x mono-
toon van - oo naar + o stijgt. Tenslotte vinden we c, uit formule (a.

§2. De mathematische slinger. Een materieel punt A met massa m 1is door

¢

middel van een draad zonder gewicht met
lengte 1 opgehangen in een vast punt O,
N lce punt wordt ult de evenwichtsstand
/ gebracht en losgelaten. Gevraagd wordt

de slingertljd T te berekenen.

b i
Z1J A de stand van het punt op de tijd t; ziJ op dat ogenblik h de
hoogte van A boven het laagste punt; dus h = 1(1-cos ¢ ), zodat de po-
tentiZle energle (=0 in de lasgste stand) gelljk is aan h.mg =
=mg 1(1-cos ¢ ). Zij g de hoek die CA meakt met zijn evenwichtsstand,
dan 1is de snelheld v van A gelljk aan

> 5
) « D

3 my? =% m 12 ©Q“. Dus

= Il 0’5} . De kinetische energle 1s gelljk aan

(%)

o

2 .2 ,
m1° ¢ +mg 1l (1-cos @ ) = C,

waar C een of andere van t onafhankelijke grootheld is.
Stel dat A de grootste hoogte berelkt voor @ = o (o> 0). Voor
dit punt 18 v = 0; dus de kinetlsche energle nul, zodat

(5) mg 1 (4-cosot ) = C,

Uit (4) en (5) vclgt de differentiaalvergell jking voor

»

?2+%&(cosm~co$9 ) = 0,

%—‘%—a\?m’&\[% \/s:},mg%o&—sing%? .

In deze vergelijking zijn de variabelen te scheiden:

dtué\/% 2] dcfﬂ"‘f E .
N/ 81n® }ol - 81n° 3 @

of
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Na integratle vindt mer voor de slingertijd T

pr=3\L (- =

= m,ﬂ/ainggu.a ain2£c§

-1 1

Substitueren we u = sin o, sin 3 ¢ , dan vinden we zo de ellip

tische integraal
TWQ\/—T; J'q du
& 21 Af(1-uT)(1-u® sin“lek)

welke voor gegeven of ult een tabel gevonden kan worden,
Voor kleine waarden van o vindt men zo de benadering

/] s
T 2\ f --~73?L,,v>:21r\/é3:.

2 A1t

éj}. Het volgend vcorbeeld 1s ult een ultgebrelde familie van analc -

vraagstukken gekozen,
Een vliegtulg moet van A naar O

J worden gevlogen (zie fig.) Er °
een constante windsnelheid W L. /0.
De vlleger houdt de neus van haot
toestel steeds naar O gericht. .-
snelheid van het vllegtulg t.n.-
de lucht 1s V. Gevraagd de baan
van het vliegtulg P:y=y(x).

<

O
Stel afstand OA = a (bekend), L POA= & . Snelheid van P in de
richting van de X-as: -7 con O ; enelheid in de richting van de Y-as.
W -V sin ©, dus richiingscodfficicn’ van de resulterende snelheid R.

W-V sin © __ W nwﬁg+y2 oy
-V cos @ v X %

Stellen we % = Kk, dan krijgen we de homogene differentiaalvergeli,-
king

jd

dy ¥y
a—s{'«-ﬁ-—k 1 4

¥

Voor de integratle stellen we y=xu en vinden dan

-k,
1+u

log (u + \/ﬂ+u2) = - % log X + C,

dus wegens u = %
+

y V%% + y2 =c, x"K,

1
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De onbekende constante C,I wordt bepaald uit de beginvoorwaarde x=a, y=0;

dit levert C,];—ak en tenslotte

1-k 14k
y=%a{() -<§§->+].

o]
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Gewone differentiaalvergell jkingen

door

Prof.2r J. Popken

o

BRY

Richtingsveld

§i. Inleiding, We beschouwen hier voornamelljk differentiaalvergell -
kingen van het type

(1) v = 2y,

waarblj f(x,y) gedefinleerd is op een gebled G in het x-y-vlak,
Laat y(x) een willekeurlpge integranl van (1) voorstellen, dan heet

de bijbenhorende grafiek een integroalkromme van (1); bv. heeft de ver-

" AV o y o~y
gelljking y' = - % als integraalkrommen de hyperbolen xy = C,

Zid nu (xﬂ,yq) een willekeurig punt van een integraalkromme van
(1), dan stelt

—

H(x¥,)

-
de richtingscobfficiént voor van de raaklijn in (Ko’yo) aan de kromme
getrokken,

.

Wij kunnen als {

een meetkundlg beeld van de vergell jking \1)

ontwerpen, Neem een willekeurlg punt ?\xm,yc) van (; bereken daarblj
po= f(XQ;J@} en trek door P een lijntje 1 met richtingsco¥f{ficiént p.
De combinatie (P,1) heet een lijnelement van de vevgeiijking (1). Het

totaal van alle lijnelementen van de vergelljking heet het richtings-
veld,
Een integrazlkromme 18 als het warve opgebouw uit 11jnelementen,
Voor de punten F op een kromme {(x%,y)=C heeft het 1ljnelement 1
steeds dezelfde richting. Men nremt zo'n kromme een isocline,

§Q. Linealre vergelljking met constante codfficiénten,

Als eerste voorbeeld ontwerpen wij het richtingsveld van de verge-
11jking

(2) y'l.o= X +y
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i

We beginnen met het tekenen van enkele isoclinen x + y = C; dus een
stelsel evenwljdige rechten. Bv. voor punten op de rechte x + y = O is
de richting van het bijbehorende 1lijnelement die van de x-as. Merkwaar-
dig is ook de isocline x + y = -1, omdat daar de richting van het lijn-
element samenvalt met die van de rechte zelf: x + y = -1 is dan ook

een integraalkromme,

Trekt men te beginnen bij een vast punt zo goed mogellijk een vloel-
end verlopende kromme door de 1lijnelementen die men tegenkomt, dan
krijgt men aldus een approximatieve integraalkromme. Zo zijn in de fi-
guur twee integraalkrommen geschetst. Met behulp van een richtingsveld
kan men zo een goede indruk van de mogelljke integraalkrommen krijgen,

Uit (2) blijkt, dat de integraalkrommen rechts van de isocline
X + 9y = 0 stijgen en dat ze links daarvan dalen. Door differentiatie
van (2) blijkt dat de integraalkrommen rechts van x + y = -1 concaaf
naar boven zijn (y">0) en links daarvan concaaf naar beneden,

' Voor het meer algemene geval

(3) y' = ax + by + ¢ (a,b,c constant)

kan men soortgelijke opmerkingen maken (vgl. opgaven 3 en 4). De iso-
clinen zijn nu rechten evenwijdig aan ax + by = 0, Door een verschul-
~ving van het x-y vlak evenwljdig aan deze rechte gaan 1ijnelementen
over in lijnelementen. Hlerult volgt gemakkelijk:

‘, Bij een lineaire differentiaslvergelijking met constante co&ffi-
~ciénten (3) gaat een integraalkromme door een verschuilving évenwijdig
aan ax + by = 0 over in een nieuwe integraalkromme.



]
[
]
(8¢

Men kan de integraalkrommen van vergelljking (1) in de omgeving

van een punt (xﬂxyﬁ) onderzceken door f(x,y) bij benadering te vervan-

gen door f{xm,yg) +d fx,y):

P,y og 0 v ) = (x = x) (e uyy) + (v=y,) £u(x0sv,),

zodat (1) in eerste benadering overgaat 1in
AR (e=xg) £ (xpay0) + (y-v,) fy(X@’ym)’

welke van het type (3) L1s.

§ 3. Homogene vergell ikingen

7.‘/” = f(?{)y)}

waar f(x,y) homogeen van de¢ graad nul ig; d.w.z.

f{x,y).

Hierult volgt onmiddellijk, dat de pechten door de oorsprong isocllinen
ziin, Hierulit volgt weer:

il

£tx,ty)

Bij een homogene verygelijking gaat een integraalkromme door verme-
nigvuldiging met een vast getal t.o.v. de oorsprong over 1in een nleuwe
integraalkromme.

4

Zo worden bv, de dntegraalkrommen van

]

(x »yﬁ)dx bo2xy dy = O

gevormd door de parabclische clirkelbundel
(X - o )fﬁ. + :;’ “ - s .

§M. Het richtingsveld In de omgeving van een singuller punt.

Het kan ziljn, dat in

y' o= £(x%,y)

de functiewasrde van f(x,y) voor een zeker punt onbepaald 1s. We spre-
ken dan van een singulier punt voor de vergelijking. In het volgende
behandelen we een zeer eenvoudig geval waarin zich zo lets manifesteert;
nl. in de oorsprong bij de differentiaalvergelljking

"= %%$§%~ (a,b,c,d constant)

~In het gﬁvailg gim O is het rechterlid constant en dan yormen de

~ integraalkrommen een stelsel evenwljdige rechten. Dit geval zullen we
steeds buitensluiten,




We brengen de vergclljking in de symmetrische vorm

(%) (a4x + b.y) dx = (a,y + byx) dy.

Voor a, = 0O 1s y = 0 integraalkromme en omgekeerd,

Voor 28, = 0 1s x = O integraalkromme en omgekeerd.

We behandelen nu cerst de volgende drie speclale gevallen:
I quﬂgmﬂ : bqy dx = ng dy.

II 2,=0, b,=by: by dx = (ay + bx) dy

[

IIT  a,+a,=0,b,=b,: (ax + by)dx = (~ay + bx) dy

Geval T: x=0 en y=0 zijn blijkbaar integraslkrommen, Integratie door
scheiding van variabelen levert

Iyl = 2 |x|4e (M= 1,/0,)

Als wij afzlen van de integraalkrommen samenvallende met de codr-

dinaatassen, Aan hebben we de volgende vier gevallen voor het gedrag

v Y

van de integraalkrommen:

Y Y

’ﬂyﬂw”
AN

///// 0 «”MM:Z/ 2

L 2 AL >

O <KL AL KO

Vermenlgvuldiging t.o.v. O voert een integraalkromme in een nisuwe

over,

(teval IT1, De x-as is integrzalkromme., Verder is

y dx = (Ly + x) dy, A¢ = a/b.
We integreren door x = vy te stellen (homogene vergelijking)
y ,{,4(10% Iyl o+ 3&
met de belde gevallen: y

Y1

X

i

AL<o I >0




D o )
We voeren poclcodrdinnten in: x"+y“=r~, y/x = tg W .
x dyv-y dx o \ . ;
V’JQ ix e gﬁ , zodat wegens X = r Co3

‘e . ) X C0sT
de vergelliking wordt

Geval III: x dx + y dy = g (x dy - y dx), 4 = b/a.

Dus x dx + N d:}f = r ar

[t

De integraalkrommen zijn dus logarithmische spiralen of cirkels., We
hebben drie gevallen:

el |

AL> o AL=0 AL <0

We zullen nu laten zien, dat we het algemene geval (k) tot 1, II
en IITI kunnen terugbrengen., Allercerst zoeken we naar roechten door de
QorsSprong

die tevens integraalkrommen z1ijn, Substitutic in (4) levert de voor-
waarde

Voor het geval 2,=b,-b_ =2 =" 15 clke rechte door de oorsprong integraal-
« e { . -
kromme (zle geval I, =1), In elk ander peval keljgen we twee rechten

door de corsprong die voldoen (64k in het geval a,=0). D1t zullen we

[

de hoofdrichtingen nocmen,

We onderscheiden drie gevallen:

I. De hoofdrichtingen zijn retel ¢n verschillend,

71 82¥O en stel dat de hoofdrichtingen g
en y= apx. Deze laatste kunnen we door de substitutie

reven ziin door y= A X

1

X = ; - Bﬁx
Y =73 -Ax

tot de cobrdinaatassen van een schecefhocklg assenstelsel maken. De ver-
gelljking (4) gaat daardoor over in een vergell jking van de gedaante

(5) (AX + B,Y) dX = (A,Y + BoX) 4y,
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De cobdrdinaatassen Y=0 on ¥X=(

zodat men in geval I verkcert,

met betrekking tot het gedrag

Xos

In het geval a.=0 gebruike men de substltutie X=y-A X, X=%x en men
0 ?
komt tot hetzcelfde resultaat 2l1s hierboven,

=y - -y A e N . ; R
2, De hoofdrichtingen vallen samen, 21) deze y= AX; welke 1nm ons

scheefhoeklg assenstelsel tot X-as gepromoveerd wordt, We gebruiken de
substitutie

Pe vergelijking (4) neemt weer de gedaante (5) aan, De X-as 1s inte-

graalkromme, dus ﬁqwbg de belde hoofdrichtlingen vallen szamen, dus

dus Aﬁmﬁ, B,=B, en we verkeren In geval IT.
i fon

De Integraalkrommen hebben dus de vorm

3. De hoofdrichtingen zijn toegevoegd complex, nl, vy = (p+ilg)x.

'

:y -p}: w “j{

-

aX = X
De nleuwe vergelijking heeft weer de vorm (5). Hleraan voldoet Y=iX,
zodat 1 een wortel 1s van
Ay AT (B, - B,) A-A, = O,
: ‘@3W.K. Kq"+ AQ = Q, 33,E v EQ en we verkeren in geval III,

e De integraallkrommen zijn dus of spiralen om de oorsprong of ellip-
' sen met de oorsprong als middelpunt.




Heeft

g
=

en cen differentianalvergelljking van het tyrpe

A(x,y) dx + B(x,y) dy = 0

en is A(x_,y. ) = 0, B(x_,y ) = 0, en z1jn de integraalkrommen in de om-
gevling van {XQ,XM\ te bestuderen, dan vervangt men A(x,y) door de bena-

di‘??ﬁ‘i“g’; AX(XU"E]O}{K"XN) + Avi}‘iw;y{j}{:?;'N}YCT) en F\(x,y} door BY(XQﬁ}ﬁ?O)(X“’X,}}
5 3 07 Y _ : ) ‘
+ 4 N -
Ay<x“gljg,jl\y y,o>.

Stelt men nog me—xq, ?my«yﬁ. Men krijegt aldus

U G R s . « 3? - ~
(A X 4 AVY) dX + (B,X + BY) dY = C

welke van het hlervoor bestudeerde type 1s
Een voorbeeld 1s de vergelljking
dy axy - ¢

= J [ = SR LI ~attiove o . e :
e e v (a,b,c,d positieve constanten)

welke vergelljking van belang ls blJ de bestudering van een verschijn-
sel ult de biologle, De singuliere punten zijn hier (0,0) en (? s %).
D h als

De integraalkrommen in de omgeving van de ocrsprong gedragen zickh
L ) } , e T SN ‘
in het vierde voorbecld van 1, dilc in de omgeving van (= , W} zljn bl]
’ ) &) o

benadering ellipsen (laatste voorbeeld van 3)

3
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OPGAVEN

Los de differentiaalvergelijking van §’Q (2) op.

Het 1s een eerste orde vergelijking, in het antwoord treedt één inte-
gratieconstante C op,

Met welke waavrden van © corresponderen de integraalkrommen rechts

van de rechte y + x = =17 Bewijs dat deze integraalkrommen een mini-
mum hebben voor X

ol

-log o,

i

Met welke waarden van O corresponderen de integraalkrommen links van
de rechte y + x = -1? Bewljs dat deze integraalkrommen monotoon da-
len,

Bewljs dat x+y=-1 een asymptoot 1s voor elke Integraalkromme van (2).

Schets een richtingsveld met daarin enigze integraalkrommen van de
differentinalvergell jking yv' = y - x,

Welke rechte ls een integraalkromme?

Bewljs dat deze asymptoot is van alle andere integraalkrommen,

Ga ook weer elgenschappen als convexiteilt en het al of niet hebben
van extrema na,

Zoek de integraal krmmma van (3), die tevens rechte 1s,
Antwoord: abx + be +a + be = 0,

s

Bewljs dat aan de ene kant van de rechte ult vraagstuk 3 de inte-

graalkrommen concaaf nasr boven, aan de andere kant concaaf naar be-
neden zljin,

Beschouw vier integranlkrommen van een vergelljking van Riccatl,

Een ordinast %=x, snijdt deze kromme in de vier punten A,B,C en D,
'i kRt |

Bewljs dat de dubbelverhouding van A,B,C en D onafhankelljk is van

de keuze van xﬂ.

Schets het richtingsveld van de differentiaalvergell jking y!' = -
met daarin enige isoclinen (x en y niet beide 0).

e

Wat vermoedt men nu als oplossing? Verifieer dit door integratie,.
Antwoord: Cirkels met O als middelpunt.

Onderzoek het verloop van de integraalkrommen in de buurt van het
punt (1,1) van de differentiaalvergelijking:

U e 4

v XV~
Antwoord: In de buurt van (1,1) worden dc integraalkrommen benaderd
- ~y
door de krommen y = -Xx + C e’, In dit gebied 1s C dus ongeveer %
Geefl een benadering van het v&r;oow van de integraalkrommen van de
differentlaalvergelijking v = g -1 , In de omgeving van het singu-

h)
liere punt (0,0).

@

Antwoord: In de buurt van (0,0) zijn de integraalkrommen blj benade-

ring
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gelijk aan de in dat gebied lopende gedeelten van de krommen X2~y2:C,

9) Idem voor de differentiaalvergelijking y' = E%%?El in de omgeving van
hot singuliere punt (0,1),
Antwoord: Een goede benadering in de buurt van (0,1) wordt gegeven
door de krommen x24&~1)2:C.
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%ﬁ. vrirm ronale traject
gen richtingsveld gegeven iz, Dan heeft het zin om te vragen naar de
differentiaslverpgell k] veld behoort.

21 pegeven een

(8)

waar ¢ een parameter 1o, Beschouw cen kromme

(?) fixsf

die door een g

o

™ A ) e memls T4 4 -y [y
Noor 1n P de raaklijn aan (7)

even punt f<“; .
te trekken krljeen we cen 11 jnel

docr P ote variédren kriljge

een richtingsveld, Met Tehulyr van vinden we voor de

My

richtingscoll{

lelernt rooovan de raakli

De vier grootheden x _,y ,¢ oldoen dus ann (8) en aan (7) met

R=X s V=Y 3tel dat we vreide vergellJkingen ellimineren

¢

kurmen en dat aldus de

ontstaat, Nan

e
o0

een diffarﬁhti%ﬁlv&vgeiijki1f, we lke (E) als integraalkrommen heeft,
2

Voorbeeld: Zock cen differentinalvergell jking, welke de cirkels

(6“) KE Loyt oo Pax = C

tot Integraslkrommen heoefl

@

- e s ; . T T
Orlossing: Elimincer o it (£7) o1

i P i J
q% e r N 7y . o~
e [ bl Co haad o 5] Lo by
™ -~
Er komt ,
Xy XY D Gy
zodat P 4y
X - - - -+ “{ ‘./ . ,V_ v ,‘
! ©GX )

gan de vraag voldoet,

We zoeken nu naar orthogonale trajectorisn van (L), d,w.z, naar

krommen, die de exemplaren van het stelsel onder rechte hocken snijden,
- We krijgen weer een richtingsveld door 1In het hovenbeschouwde punt P
een lijntje te trekken loodrecht op de raaklijn aan (7). Is nu Uy de

richtingscoéfficient daarvan, dan 1s 0.3, 1,

zodat (8) cvergaat in

r P ” V‘ 7o s 1 = O
(Rr3r0) = Ty(Kggro) 4 = 0.

Stel, dat op een gebled G in het x-y vlak
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Het elliminatie resultaast heelt dus nu de vorm
. g i
AN — —
I*(/;ijoj 3 ) = U,
0
zodat de orthogonale trajectorién integraalkrommen zijn van de verge-
1ijking

dx
F<X)y,~ - 3‘3‘7‘)

Voorbeeld:; Het stelsel confocale kegelsneden

2 2
X N =
(9) ;ig-p + kxg‘” = /]

heeft als differentiaalvergelijking

\ 2 .2 ad
(10) (x+py) (v-tx)+(a“=b")p = 0, p = 3%

Vervangt men hierin p door - % dan ontstaat er

™ 9]

(x + ay)(y - ax) + (a“-b") a = 0,

zodat de orthogonale trajectorién van (9) integraalkrommen van (10)
z1lJjn.
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OPGAVEN

1) Teken 1n een figuur ecnkele krommen ult de familie

n
e

d)

L] p
Xy waarin ¢ een parameter voorstelt,

Vindt de differentisalverzelijking van de familie der orthogonale

trajectorién en loo Jderze op,

)
[4

Antwoord: x“+y -20y=0,

%*ma n) Geef een parametervoorstel-
l1hg van de famllie der pa-
rabolen met brandpunt in O
en richtlijn evenwljdig aan
de Y as (zie Ciguur),

) Fro Lant de afstand SF=c nls

parameter optreden
corameter optreden,

I

Antwoord: y =ho(x+2),

1

L) Geel de bijbehorende diffe

QkAﬂ%“ rentinalvergelljking van
deze parabolen,
)
1 | wr oy o ~y
voe (st (2)

Stel de bijbehorende difrerentinalvergell jking van de orthogonale

Antwoord: y =

trajectorién op., Toon a dnt dit weer de vergelijking (2) is. Als

@

crthogonale Ltrojeotoridén vinden we dus de zelfde familie van parabo-

len terug,

Neem twee vertegoe

-y

2 | - . . , .

yo o= ke, (x+2.) en yo = bo . (x+c,). Rewljs dnt
i o ot

en slechts darn ondiden ~le de tekens van cq en ¢, tegengesteld zijn,

¢t loodrecht op elkenr stoan door

dan

Toon in Jdit gevnl o

in de snijpunten de ieienten te bepnlen,

Be

L¥n van de hyperbalen:

Antwoord: De krommen van Zassini:

"




6. Vergelljking van Clairaut:

<

<

+
Paann

')
of &

waar f(u) een even diffcerentieerbare functie is, 21t is een voorbeeld

van een z.,g. lmpliclete ditfferentiaanlvergelijking,

Doopr diffcrentiatie naar x ontstant

y' (x + £1{y")) = 0,

{we beperken ons tot integralen, waarvoor y! bestaat).
Voor integralen hebbern we dus de volgende mogelijkheden:

3) eventuele integralen y(x), woaarvoor in sommige punten 1) in

andere punten 2) vervuld is,

1) leldt tot y=cx + t(¢), d.1, een stelsel lineaire functies met
parameter c¢; 1in het x-7 viak een stelsel rechten,

2) leldt tot de imtegrnwikrwmm& pegeven door de parameter voorstel-

ling

-pf' (p) + £(p)

Het verband tussen beide integralen, de "algemene'" integraal 1)
de"singuliere" integranl ©) ig, dat in het laatste geval de integrnal-
kromme de omhullende is van het stelsel integraalkrommen 1),

%
il
%

hs
+
~

P

-
T

A —_

it

1 1y 2
Voorkeeld Jo Xy - (y")
De algemenc intceroal wordt geleverd door

12

Ve Y &

3} Er zlin ook Intcgraalkrommen bestaande ult twee rechte stukken

en een deel van de ullere intes

alkromme,
Toepassing: De parabolische
de lichtstralen, die ult een bep:
bundel worden gereflecteerd

1. Constructie van een splegel zodat

21z een evenwd jdige

yry(x)

P{¥2y)

b 4
P
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We maken het punt tot oorsprong van ong assenstelsel en klezen de
X-as evenwijdig aan de gereflcctecrde stralen, Laat y:y(x) de doorsnede
met de spilegel voorstellen, OP 1s een uitgaande lichtstraal, gereflec-
teerd volgens PR; PO is de raaklijn in P aan y=y(x). £ XQP=X, 4£XOP=/3.

Stel kortheidshalve %%,: P, dan is tg A& = p, tg/? = % . Aan de
W ,-:) o
andere kant is tg/3 = tg 2A = 2 Lo Dit geeft de differentiaalver-
T1-tg A

geli jking
>
v o= 2px + yp“©.

Stellen we z=y2y dan kriljgen we de vergelljking van Clalraut

. . dz 1 ,dza2
z=Xgztr g

met de algemene oplossing
o
7 = CX + % c”

2 1
y::(.'vX'l"ﬂ:Q 3

terwijl de singuliere integraal z = - T x~ in ons geval geen zin heeft.
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OPGAVEN
!
Los de differentlnalvergelijking vy = y'x - e’ op.

Antwoord: 1) : de rechten y = ¢x - e

2) : de kromme y = x log ¥ - X.

We weten: 2) zal een omhullende van 1) zijn, In het algemeen bepalen
we de omhullende van een familie van krommen f(x,y,c):O door uilt
f(x,y,c)=0 en fc(xgy,c):o ¢ te elimineren (zie Courant, Differential-
und Integralrcchnung). Ga na dat men op deze wijze ook 2) als omhul-

lende van 1) vindt,

Bepaal de omhullende van de 1ijnen verzameling waarvan ledere 1ijn 1
de volgende elpenschap hceceft:

De positleve X~ag en de positieve Y-as snijden van 1 een stuk met
constante lengte C afl,

Antwoord: Het in het eerste kwadrant gelegen gedeelte van de astroide

Aanwil jzing: Stel cen differcentiaalvergell jking op waaraan alle 1lijnen
voldoen; deze differentisalvergelijking 1s van het type van Clairaut.

Bepaal hilervan de ginguliere oplossing.
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Gewone differcntisalvergell jkingen

door
Prof,Dr J. Popken
v

Exlscentlestellingen

1. Iteratie (methode van de successleve approximaties),
Laat de functie f(x) aan de volgende twee voorwaarden voldoen:

a) Voor elk paar punten x uit het gesloten interval [a,b]

geldt

10 *p
if(xq) - f(xg)l € alx, - x5l (0 <q <1).
(eenvoudigste geval van cen z.g. Lipschitz voorwaarde).
b) Ligt x in [a,b] , dan ook f(x).

We willen aantonen, dab onder de voorwaarden a) en b)

(1) f(x) = x

juist één oplossing in [3,61 heeft en we zullen tevens een methode
aangeven om dle oplossing te berekenen,

We gaan daartoe uit van een willekeurige X, van [8,5} en vormen
succesgslevell jk

(2) Xq“f(xo>: xng(xq):--':x :f(xan):"-

o~

Alle x_ (p=0,1,...) behoren tot [2,0] ; dus wegens a)

,xn - xn—ﬂl = xf(xn-ﬂ) - f(Xn%})}f: d ’Xn~4 - xn—E L.

De reeks

co
Xo ¥ g;% (Xn - Xnoﬂ)

breekt daarom af of convergeert (kenmerk van d'Alembert!). Stel

oo
X =x_ +%_ (x,-x%x_,)=1im x_,
o n n-1 Hpeo D

Blijkbaar is X een punt van [a,b] .
Uit a) volgt, dat £(x) continu op [a,b] is; dus wegens (2)

H]

X = 1im X, 1im f(Xn#ﬂ) = £(X),

N —p &9 0 e OO

zodat X een oplossing van (1) is.
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Stel, dat er minstens twee oplossingen X, en X, van (1) zijn,
dan volgt uit a)

|X,-Xod = [ £0X) - £(x) ] € alx -1,

wat alleen mogelijk is voor xqug.

De hier uiteengezette methode, speciaal toegepast in (2), wor
ook wel "feed back" (terugkoppeling) genoemd en staat in nauw verb
met de cybernetica.

Toepassing: a) Los op e’ = x + 2.

Door de grafieken van y=X+2 en ym&x te tekenen, zlet men dat
twee wortels zijn; één positief, ¢én negatief,

X
1) x=e*-2=f(x), [a,0] = [-2,-1]
X, X
Aan a) is voldaan wegens }c e 2’ = )xﬂ-xel ;151x1~x2! e 1,
Aan b) is voldaan wegens Lx-ﬁéc'q—é(-'}.

Kies b.v, Oa—ﬂ, dan vindt men

wehq~2mo,368~23—13632
_o-1,632_

X4

Xy 2=0,1955-2=-1,8045

xame"q’8045—220,16h6n2z1,835&

xy=e~ 1835 220, 1596-2--1, 8401

x5ne‘“’8”0”*230,1588-@z~1,8u42

X =-1,8414
II) Om de positieve wortel te vinden schrijven we

x = log(x+2)=F(x), [a,b] = {1,2]

Inderdaad is aan a) voldaan wegens

X, ~%

’3\;; f»’ £ % {x,}—xzi

|log (xq+2)—lo (x2+2)l =

e

en aan b) wegens log (x+2) > log 3 > 1; log(x+2) L log 4<K2.
Kies xomﬂ, dan wordt

>4

= log 3 = 1,10

= log 3,10 = 1,131
log 3,131 = 1,141

= log 3,141 = 1,1446
= log 3,1446 = 14,1458
Xg = log 3,458 = 1,146

=

s X A
Ul o W o
fi

b) Los de volgende vergelijking van Kepler op

X = 8in x + 0,5.
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Teken de biljbehorende grafieken en ga na hoe men het Interval [a,ﬁ]
moet nemen

W

X0 =7

T,0,5=1,5

qu gin 7
Xy = 8in 1,5 + 0,5 = 0,9975 + 0,5 = 1,4975

Xy = sip 1,4975 + 0,5 = 0,9973 + 0,5

H]
i IS
be
g
| Yol
| ]
H

§ 2. Het existentietheorema. We gaan uit van een vergelljking

(3) D or(x,y).

Door de beschouwingen over het richtingsveld uit het vorlg hoofdstuk
11jkt het plausibel, dat door ven bepaald punt (a,b) van het rich-
tingsveld in het algemeen ¢<n en slechts één Integraalkromme gaat,
Voor de singulicre punten gaat dit niet meer door.

Existentietheorema, Laat in cen begrensd gesloten gebled G van
het X-Y-vlak d¢ functie f(x,y) continu zijn, terwiJl in G

(%) le(x,y)] € ™

geldt en bovendien ecn voorwaarde van Lipschitz vervuld is:

(5) L(x,y,) - £(x,5,) ] € Ajyg-vol o

(Hierin zijn M en A geschikt gekozen constanten, terwijl de punten
(x,yq) en (x,yg) willckeurig in G zijn gekozen).
Kiest men binnern G cen rechthoek Re

[x -2l Lp, }y - bl £ Mp,
dan bestaat er voor [x-21 £ p éSn en slechts €én integraalkromme van
(3) gaandc door hut punt (2,b).

Opmerking: De voorwaarde van Lipschitz 1is zeker vervuld als G con-
vex is en de functic f_ continu 1s; Immers ligt dan de verbindings-
rechte van (x,yq) en (X,y,) binnen G en geldt

f(x,vq) - T00v) = (v4-vp) £y(x9),

terwijl f_(x,y) begrensd is.

gl
Bewljs (Picard): De differentianalvergelijking (3) plus de begin-

voorwaarde y(a)=b vervangecn we door €¢n integrazalvergelijking

X

(6) y(x) = b tf £(t,y) dat.

a



Gd 44

We trachten nu cen oplossing van (6) te vinden door de iteratie-
methode van de vorige paragraaf cn hebben dan meteen een oplossing van
de differentiaalvergelijking met y(a)=b.

We beginnen met y (x) = b te nemen en definiéren dan achtereen-
volgens de functics yq(x), yz(x),... voor het interval tx-al g p door
de recurrente definitie

X

(7) In(x) = b+ [ £ty (1)) at (n=1,2,3,...).
a

Dit is zinvol, want met behulp van volledige inductle kunnen we
aantonen, dat yn(x) voor dit interval continu is en dat de kromme
y:yn(x) voor Kx—alé_p binnen de rechthoek R verloopt. (Gebruik (7) en
daarna (4)).

We tonen vervolgens aan, dat voor Jx-al £p

y(x) = lim yn(x)
n -3 00

bestaat en dat daar de kromme y=y(x) binnen R verloopt. Gemakshalve
zij x » a. Uit (7) volgt

aar () = 90 = {200, 0)) - tley, (5] as,

dus wegens dc voorwaarde van Lipschitz

X
aen () = 7,00 L& af 1 (8) - vy 4(8)] ac (n=1,2,...)

en hicruit, door volledige inductic,

(%) = 3,001 € a7 B i5~$li (n=0,1,...)

3

waar B=Max iyq( ) - yo(t)’ , dus cen constante, voorstelt. Daaruit
It-al € ©
volgt weer, dat de recks

(8) yfx) + (v (x)-y (x)) + (vo(x)-y,(x))+...

uniform in [a a+p] convergeebt, Noemen we de som y(x), dan 1is
limCO yn(x)zy(x) ¢n de onderstreepte voorwaarden zijn vervuld voor
1351(53+p. Het bewljs voor a-pxga gaat analoog.

Vervolgens toncen we aan, dat y(x) aan de integraalvergelijking (6)
voldoet: Voor lx-al X p is

X
y(x)= 1lim vy _(x) = b+ lim “f £(t,y (t)) dt
noa& O n-}gc-a n-1

o[ <u,y<>dn+£wf{ (-2 (523(8)) ] o

‘Hierin is wegens de voorwaarde van Lipschitz
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[

X

‘J;x {f(t,yn_q(t)) - F(t,y(?){}fﬂgl,ﬂ gﬂ{ syn-q(@)“y(t)ldt

a

en het rechterlid nadert voor n-3 0 ot nul wegens de uniforme con-
vergentie van do reeks (8), zodau (6) vervuld is,

Tenslotte tonen we aan, dat cr voor Ix-a] € p slechts &in inte-
graalkromme door (a,b) rant. Stel ¥ (x) is cen tweede integraal en
stel voor \|x-al £ p

dan volgt v .
. e R " .
y(x) -y (x) L {f‘{t,y(t)) £(t,3 (c))} at

dus

<4

ly(x) - ¥ (x)] € AC Jx-n]

Doer herhaling van deze redenatic vindt men
n

#¢ A 1“ -2l

ly(x) - " (x)] < A20xal

3

en door n - o0
y(x) - Fx)=o.

Hicrmoede 1s ons theorema geheel bewezen,

,?3. Continue afhankelljkheid van du boeginvoorwaarden,

De integraal y(x) welke voldoet aan

i e
%%"‘ t(x,v), v(a) = b

hangt ook af van dc keuze van 2 ¢n by dus y(x) = y(a,b,x).

We tonen hicraan, dat y(x) bij vaste 2 continu van b afhangt, wan-
neer de voorwaarden van de existontiestelling vervuld zijn,

We nemen dasartoe ven gevariderde waardcggab+h van b &n beschouwen
de oplossing 47(x) van

%—ijf‘(x,ﬁ), /7("'3>"*/3-

We beglinnen met ”7 ﬂl =b+h te scellen en krijgen als thl  voldoende
Klein 1is evenals in de vorige § cen uniform tot ??(x naderende rij
van functles

X
() =@ [ oo, i (8) gt (n=1,2,...),

8

Blijkbaar is 1yg(x) (x)]é]%ﬂ en

¥ (x)= 7, (x)] AL ety a0+ £, (6] e
&Inl o+ Inl AI‘L 1Vnoa(8) = 4 () dtl
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Past men volledige inductilc toe, dan krijgt men hierult
n LV V
A | x-al A)x-al
‘ynu)«Jyﬁx)f$ihfgmoﬁmgTMW £ Inl ¢ .

Voor n-y 00 vindt moen zo
1y(x) - 0l € et o
zodat het verschil tussen y(x) en ‘7(x) tot nul nadert als h -« 0.

Op analogc wijze kunnen we nantonen, dat blj vaste b de integraal
y{x) continu van x afhangt.

§i¥. Stclscls van vergelijkingen,

In vele gotallen treden stelsels van difforentiaalvergelljkingen op
van het type

d
%T?(‘ = f‘(x,y,z::)

dz .
Iz = #(x,y,2)

(9)

op, waarbij cen oplossing bestaat ult twee functies y(x), z(x), die
aan (9) voldoen, B,v. kan d¢ differcntiaalvergelijking van de tweede
orde

a2y ,

—5 T Xy + X" =0

dx

worden vervangen door het stelscl
dy _
ax = -

dz . XQ
ax =

Een “integraal” (y(x),z(x))van (9) stelt in de ruimte cen kromme
voor. In ¢lk punt (x,y,z) van d¢ kromme zijn door (9) de richtingsge-
tallen van de tangent gegeven; deze zijn n.l. dx, dy, dz, ofwel in ons
geval: dx, f(x,y,z)dx, g(x,y,z)dx. We krijgen dus bij elk stelsel (9)
in de ruimte een richtingsveld geheel analoog aan dat ult het vorlg
hoafdstuk. Het ligt wcer voor de hand om te veronderstellen dat onder
bepaalde voorwaarden ¢¢én en slechts één "integraalkromme' door cen ge-
geven punt (a,b,c) geat, d.w.z. dat er juist &én oplossingsstelsel
(y(x),2z(x)) van (9) is met y(a)=b, z(a)=c.

In plaats van (9) beschouwen we het meer algemene stelsel

dy
{40) “d‘éﬁ = %(x:‘yqnyz;-o-yym) (fq*qsgﬁt'-:m)



Gd 47
met de beglnvoorwaarden

(11) 1,(0) = by (A=1,2,...m).

We kunnen de behandeling stoerk bokorten door invoering van de
vectornotatic:

We beschouwen (y,(x), vo(x),...,y,(x)) als ven vector Y(x), waar-
van de componcnten van x afhangen., Z21jin do componenten alle continu,

dan heet de vector continu in x, zijn ze differenticerbanr dan ver-
staan we onder Y'(x) de veetor (y,'(x), y,'(x),...,y!(x). Onder |Y)=
1(31:¥2»--»:ym) ,Vu?Sﬁﬂﬂﬂ w;q Max mlgqj . Elke functle {xl(x,yﬁ,...,ym)

L B ® w8 ’
uit (10) schrijvin we {lt(x,Y) en do vector gevormd door deze m func-
ties £ (x,Y) schrijven we kortweg

AL
F(X:Y):

zodat (10) en (11) overgaat in

(10™) vi(x) = F(x,Y(x)), Y(a) = B.

Wo gaan dit weer vervangen door cen integraslvergelijking in vec-

tornotativ: .

v(x) = B +j P(t,Y(%)) dt,

equivalent met doe m-vergelijkingen

X
7, ) = v »f £y (5a74(8) s e,y (1) at.

Door het 1t.urnticproctd) uit § 2 tov te passer., waarbij we

(x) = B,

~y
W

Y
K
v (x) - B +f Ple,v, . (t)) at  (n=1,2,...)

P4

stellon, komen we goheel nnnloog 22n hot voorgaande tot de volgende
existuntiestelling voor systemoen:

Laat d¢ componenhten Qxl(x,y,...,ym) van cen vectorfunctic F(x,Y)
alle continu zijn on cen begrensd gosloten gebied G van de (m+1)-di-
mensionale Buclidische ruimte. 21 verder in G

had
(¥) bF(x,Y)| <€ M
en ven voorwaarde van Lipschitz vervuld:

(5*‘) Ir(x,v,) - F(x,‘x’QH & A iyq~ygf
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Kicst men binnen G cen (m+1)-dimcensionale balk R:
‘X“‘E‘ﬂ’p‘; “V/C“'b/(‘(}fmﬂ (ﬂm”l,ﬁ,‘,,,m)

dan is c¢r voor |x-2] € p <'n on slechis {&n oplossingsstelscl
Y(x)m(yﬂ(x),yg(x),...,ym(x)) van (10%) (dus van (10) on (11) samen),

Opmerking: (%) botokent dus Sil(x,yq,...,ym)i € M(A=1,2,...,m)
(5%) betckent: Zign (X’yqquqg;"-:qu) “n (X’quJygg""’ygm) twee
punten ult G, doan is

’{‘ (X}y 60 e 3’ ) - ! (}{ yw" uoo}y )’ 4 A Max ‘y 'y l‘
A 117 7 m AT IDA 2m A=1,...,m 1 %u

Het bewiljs is hanst woordelijk hotzoelfde als dat van § 2.

?fi‘ Lincaire stoelsols,

We passen do voorgaande stelling toc op het speclale geval, dat

elke component van do vector R(x,Y) lincair in Yqs¥oseees¥, 18t

%(X)yq}y;’?ﬁ L -:f/'m) == (X/_L,i(x)}y’,}“}'. . -+uﬂm(x)ym+ﬂ/{c(x)

(szﬂ,..,,m), In dit geval neemt het stelsel de volgende vorm aan

- X ‘ ) W
ax_ ~ mﬂ{x)yﬂ +"’+'amm(x)dm * ﬂ}m(x).

We gpreken dan van cen lincair stolsel,

Existentictheoromn:  Last in con gesloten interval [h,k] alle

coiffici¥nten ({Mlﬂx) on nlle z.g. storingsfunctics ék'(x) continu
zijn. Kles in {h,k] cen willokeurig getnl a on verder m volkomen
willekeurige getallen bq,bg,...,bm.

Dan 1s er &én en slochts Sdn stelscl oplossingen (yq(x),..*,ym(x))
van (12) zodat yju(m)xtbq(/Q:W,E,.‘.,m). Deze oplossingen voldoen voor
het gehell interval h« x <k, R

Bewlijs: Kles het positicve getal K zo groot, dat

lagy (D €K, 14 (x)1 €K,
en kics voor het gebled G
hgxgk, 1yy=- Dbyl €7 (J=1,...,m).

We laten cerst zien dat in G do Lipschitz voorwaarde is vervuld
met A=K. Immers

‘f’ﬂ‘ (x:yqxiay»‘ea“';qu) - fﬂ(x:y&;q:y223~--:yom) i =

o
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’%4(")(31(5’21) Foeeet O (V) )

Ly, - v,

In do tweede plaats zocken we cen getal M, zodat voor «¢lk punt
(Xayqa-~':ym) uit G aan (&%) is voldarn. We kiezen daartou

M = m+1 +ﬁ: Hy‘!,

A=
immers

’f\/{((x’yq"”’yf‘{l)i z'a/ﬂ(q(x) yt] taoe ot O‘,Qm(x)ym + ﬂﬁ(x)3

€ Ky b +ooor Tyl +1) £ M.

Tenslotte kKilezen we het positilev. gctﬂlgbﬁﬁ(A, zodat het inter-
val |x-al <€ p nog gehecel binnen (h,k] 1igt. De (m+1)-dimensionale
balk R:

Ix-2] € D, i%q - @A{) < oM (W=1,...,m)
ligt dan geheel binnen K,

Alle voorwaarden van do vorlge stelling zijn vervuld cn er 1s dus
juist ¢¢n stelsel oplossingen (yq(x),...,ym(x)) van (12) met Ve <a)=€&
voor het intcrval Ix-af € p,

Door cen bewljs ult het ongerijnde kunnen we asntonen, dat deze
oplossingen voortgezoet kunnen worden in het gehele Interval h <x k.,
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Opgave 1: In het bewijs van de existenticstelling kan men voor ym(x)
elke continuefunctic nemen meo |y (x)-b) g Mp voor Ix-al £ p (N.B. de
Kromme ywym(x) behoeft nict door (2,b) te gaan).

Opgave 2: Go na dat dou resuloaten van § L uit het vorig hoofdstuk,
waarbilj ¢r door de¢ corsprong mcerdere Integraalkrommen gaan, niet in
strijd zijn met het existontictheoremn,

Opgave 3: y's= \fﬁﬁ hwaftqminstuns twee integraalkeommen gaande door O,
n.l. 1Omyw0, E?Omy% ¥ X; als x »0 .
-fx als x £ 0

Aan welke voorwaarde van het oxistentic theorema is niet voldaan? Be-
wijs dat,

Opgave b: Bilj de differentinalvergelljking %% = X+y mct beglnvoorwaar-
de x=0, y=1 nemc men Y 421, Bereken y%(x) en vergelijk deze met de
recksontwikkcling van y(x) '

3 it
Antwoord: yB(x) =1+ x +x° 4+ X %K
o xd 4

y(x) =1+ x + x° o+ Xy %? o

Opgave 5: Los do differentinalvergelijking

y' o= VX,

d.m.v. het itceraticproces var Picard op. Beginvoorwaarde: y(0)=1,

1.,e
Antwoord: y(x) = L2

Opgave 6: Ga na, dal biy de vergelijking

ann de voorwaarden van do (xistenticstelling is voldaan,
Bepaal yg(x); beginvoorwaarde: y(0) = 0.
N . I S B 2 11 i 15
Antwoord: y(x) = TX fpy Xty X tgETg X
Opricrking: Doze differcntiaalvergelijking is niet elementair op
te lossun,
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VI, Lineaire differentiaalvergellikingen

door
Prof.Dr J. Popken

gﬂ. Existentiestelling,

Onder een lineaire differentiaalvergell jking verstaan we een vergellj-
king van de vorm

!

(1) oo (0 v = B,

V=0

De vergell jking heet homogeen of gereduceerd als (3 (x) =0. /3(x)
wordt wel de storingsfunctie genoemd.

Voorbeeld: de lineaire vergelljking van de eerste orde ult II, § 1.

De gehele theorle van deze vergelijkingen berust op het volgende
fundamentele resultaat:

Existentiestelling: Laat de functles O (x), [3(x) uit (1) con-
tinu zijn in het gesloten interval [h,&] , terwijl an(x) in [h,k]
geen nulpunt heeft, Stel h <a <k, terwijl bO'bﬂ""’bn—1 willekeurige
getallen zijn, dan is er één en slechts één integraal y(x) van (1),
zodat

n-4
y(a) = bO’ yi(a) = bq:"-Jy( )(a) = bn_1 .
Deze integraal besgtaat voor h <¢<x<k.

In het biljzonder voldoet aan de homogene vergelljking

slechts één functie y(x) met y(v)(a):o voor Y=0,1,...,n=-1; nl,
y(x) = 0.

Bewijs: We voeren de vergelijking (1) over in een lineair stelsel
door te stellen

fq X} o= y( )

za( ) = y'(x)

2,4 (0)=y{72) (x)
enl) = " ()

.- o

zhl =z (X
T ) ) a5
- - e 7 7.+ + Z - X).
aquxj 1 Qn(x) e CXnZX, n



ua D

Volgens de existentiestelling voor lineaire stelsels 1s er voor h £x<k
&én en slechts één sys:eem oplossingen (zq(x),..,,zn(x)) met 2 u(@)m
Mbvuq(’qu".”n)’ q-@-d.

§2.

Stelling 1. Stel we hebten de gereduceerde vergelljking

(2) Zf: Cxu(x) y(»){x) = 0
Ww=0

al opgelost. Stel verder, dat we é€én oplossing ¥,(x) van de inhomogene
vergeliJking (1) gevonden hebben. Dan krijgen we alle oplossingen van
(1) door te stellen

y(x) = v (x) + p(x),

waar 2 (x) alle oplossingen ven de gercduceerde vergelijking doorloopt.
We zullen ons daarom voorloplg tot de homogene vergelijking be-
perken,

Stelling 2. De Integralen van de homogene vergelljking vormen een 1i-

neaire ruimte, d.w.z., zijn yq(x),...,ym(x) integralen van (2) en zign
Cq,...,Cm willekeurige constanten,dan voldoet ook

m

h¥S w T oo 4
J(X> o zl(y}i<h)

aan (2).
Toepassging: W willen do veroolijking
(3) y' oy = xS 2

integreren, Daartoc beschouwen we eerst de vergelljking

(%) v+ oy = 0,

waarvan blijkbaar y = 8in x ¢n y = cos x oplossingen zijn, dientenge-
volge ook

y = C1 gin x + C., cos x,

We zullen later ( § 4) zicn dat dit alle integralen van (4) zijn,
Vrij gemakkelljk zict men ecen z.,g. particuliere integraal van

(3), n.1. ymxe. Zo vinden we als oplossingen van (3)

y o= x2 + C1 sin x + CQ cos X,

§3. Lineaire afhankeli jkheid.

Definitie: De n functies fq(x), fg(x),...,fn(x) gegeven in een
interval (h,k) heten lincair afhankelijk als er n constanten
zijn, zodat

;s‘,ov.,cn
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(5) g‘?:v rfy (x)= 0 1in (a,b)

zonder dat alle cz,mo zijn,

Is het niet mogelijk de constanten C,, zo te klezen dat (5) ver-
vuld 1s zonder in ¢, =0 (p=1,2,...,n) te vervallen, dan heten de func-
ties £y, (x) lineair onafhankelf k.

Definitie, Beschouw een lineairc rulmte van functies f(x) gedefinieerd
op een interval (h,k). Laat fq(x), fg(x),...,fn(x) lineair onafhanke-
1ijk zijn, terwljl alle functies f(x) van de ruimte de vorm

hebben, dan heet het getal n de dimensie van de linealre rulmte.
Laat de functies fﬂ(x), fg(x),...,fn(x) lincair afhankelijk zijn in
(h,k) en laten deze functics bovendlen minstens (n-1) maal differen-
tieerbaar zijn in (h,k). Dan volgt uit (5)

n
Ezf; ‘:V f“).} (k}(x) =0 in (h.vk) voor k=0,1,...,n-1,
V=
f(x) = = - - = r (%)
dus (k) } !
I VO | O C S R A1 ¢ N =Y I CA GO
. (0=, - (n=1
f/‘-( S(X‘)—- f’n( )(X)

W heet de determinant van Wronskil, on we vonden:

Stelling 3. ZiJjn n functies fq(x),...,fn(x) linealr afhankelijk in

(h,k) en daar bovindien minstens (n-1) maal differenticerbaar, dan is
de bijbehorende determinant van Wronski in dit Iinterval identiek nul.

Toepassing: Zignxoﬂ,cg,..i,cn onderling verschillend, dan zijn
Q1X )

("1
. " ) n . .
de functies ¢ ', ¢ © ,...,¢ in e¢lk interval (h,k) lineair onafhan-
kelljk.
cwlis:
G G e
- L X P X
W= ¢ "1 W o 2 . “n =
,.ltl, VQ\,‘ ~~~~~ q rl&
n-1 4%  naq Co% n-1 “n*
e e c, & - - -
1 [ gl
CqX"}‘CgX"}”. ..+Cn}‘{ 1 q b - - ,1
= <

R T S

omdat de laatste determinant (det. van Van der Monde) gelijk is aan



(c - cyu ) # 0.

Het omgckeerde van stelling 3 is nict waar. Uit het nul zijJn van
een determinant van W onski in ecn inteeval (h,k) volgt nog niet, dat
de functies noodzakelijk lincair afhankelijk ziljn., Voorbeceld: Z1]
(h,g) gen interval, dat x=0 bevat en kices fq(x mx?, Q(X)m

mif voor x 30

>ﬂ4

2 . Doeze twee functics zijn lincalr onafhankeliljk op
X~ voor x L0

(h,k), terwijl toch de deturminant van Wronski daar identlek nul is.

§24.}kmﬂﬂstullinﬁ. Laat in de homogene lincaire differentiaalverge-~
11jking

9]
(2) s ay(x) vV =0

V=0

de coéfficienten & (x) alle continu zijn In [h,k) , terwijl Cln(x)
in dit interval geen nulpunt heelt, .
In het intcrval (h,k) vormen de intepgralen ecn lineaire ruimte
met dimensic n.
Bewljs: De bewerling bustant ult twee gedeelten
a) Er zijn in (h,k) n lincair onafhankelijke Integralen

Yq(x): yz(x),...,yn(X).

b) Elke andere integraal y(x) heeft do vorm

1

Bewljs: a) Kies a binncn het interval (h,k).

De voorwaarden van de oxistentiestelling zijn vervuld., Z1j V

&én der getallen 1,2,...,n. BEr is dus ¢¢n bepaalde integraal yl)(x)
van (2) met

vy (1) = 0,y (2)=0,....vy V-1 (a)=1, v

(Zo(a)m ,...,y(n q)h)n

Y

Voor dezo n functics is de bijbchorende determinant van Wronskl voor

=8
10 - - -0

W(a) = {01 ---0 | #0

De functies zijn dus lineair onafhankolijk in (h,k) (stelling 3).

b) Stel y(x) is een willekeurige integraal van (2). We stellen
y( (a) = CV+4(V =0,1,...,0-1), Daar d¢ intcegralen van (2) een lineaire
ruimte vormen is

(%) “‘ﬁq Cﬂfv’/{(x
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ook een integraal van (2). Nu is

) 0 v A
P00+ 5P

zodat volgens de cxistenticstelling y(x) = 77(x) in (h,k).
Opmerking: Pun stelscl (y,(x), y?(x),'~~,yn(X)), waaruit alle in-

tegralen met boehulp van constante coéfficlenten linealr kunnen worden
opgebouwd,, heet cen fundamentaalstelsel,

Voorbeeld: In het geval van cen vergelljking van de cerste orde
yt = x(x)y = G(x)

bestaat een fundamentanlstelsel ult één integraal yq(x) en alle andere
integralen hebbon de vorm QB%(X)' Vergelljk dit met het resultaat
van IT, § 1.

Stel, dat yq(x), yg(x),...,yn(x) integralen van de homogene ver-
gelijking (2) zijn, terwijl de voorwrarden van de hoofdstelling ver-
vuld zijn. Laat voor cen oeial 2 met h €a «k de determinant van Wrons-
ki

3
i<

W(a) = fyv( )(q){ = 0

zijn., We kunnen dan constanten CqsChseeesCy vinden, die niet alle nul
[

zijn, zodat

£

0, v, a) oy, () wesey (D (a)=0 (10,1, . ,0-1)

is, Stellen we

y(x) = ey, (x) + caup(x) o.ve y (%),

G la

dan is
y(k)(ﬂ) - Q(kz@,ﬁ,.-"naq)

en dus volgens de exlstenticstelling y(x) =0, zodat yq(x), yg{x),...,
¥,(x) linealr afhankelijk zijn.

Onder de genoemde voorwaarden zijn dus n Integralen van een line-
alre homogenc vergelljking van de mdc orde dan en sllceen dan linenir
afhankelljit 21ls hun determinant ven Wronskl in het interval nul wordt.

T.vens volgt dan, dat in het interval (h,k) de determinant van

Wrongkl of stecds van nul verschilt of identick nul is,

Dit laatste volgt ook uit de z.g. identitelt van Abel, Z1] W(x)
de hiervoor bedoelde determinant, dan is:




voor x uit (h,k).

Bewijs van deze identlitelt:

o, (%) W (x) =8 (%) g7 |9, (x)

v o

vy (%)
yy(x) vy (x)
_ vy (x) = | yy(x)
WD | T D
SNSRI B P MOV RA IO

o wn,‘q(x) W(X),

zodat W(x) aan een differentiaalvergelijking van de eerste orde voldoet.
Integratie levert de gevreangde betrcekking,

Opgaven.

. . » 3
1) Bewijs dat d¢ functies x-

e }x{j lineair onafhankelijk zijn op elk
interval dat O bevat, alhoewel de determinant van Wronski voor deze
beide functies O 18,

2) Onderzoek of de volgpende functies op het interval - OO £x € ©©
lincair afhankelijk of onafhankelijk ziljn:

a) x en 3x,

b) x ¢n xg,

¢) x en x#1,

d) sin x en cos X,

Aptwoord: a) afhankelljk
b), ¢) ¢n d) onafhankelijk.

3) Onder de determinant van Gram voor de functies

{y9q(x), xpg(x),...;pn(x)j op zeker interval (a,b) verstaan we:



b b b
j \qu(X)dx,j P (), (x)dx, —mmmmes j P (%) . @, (x)dx
a a a
b b b
&f‘ %>2(X)\Pq(x)dx:b[ Yo (%¥)dx —mmmeme bS P, (%) (x)dx
a : a ﬁ
i !
b b b
uf $ (%) Qq(x)dx,\j.\Pn(x)4pg(x)dx,—__¥( %)ng(x)dx
a a a

Bewijs: Een nodig en voldoende voorwaarde opdat,.{gH(X),...;Pn(x?}
lineair afhankelijk zijn op (a,b), is G = O,

Bepaal de determinant van Wronski voor de volgende functies:

(x+1)2, (3X2+2Xw3) en (x2-2).
Z1jn de functics lincair onafhankelijk?
Antwoord: W(x) = 0.
Ja.

Bewijs dat een stelscl lincalre differentiaalvergelijkingen lineair
blijft als we de substitutic x=Y(t) uitvoeren,
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VII. Integratiemethoden blj lineaire differentiaalvergélijkipgen
door

Prof.Dr J. Popken

%1. Verlaging van de orde, Stel we hebben een linealre vergelljking
de

van de n orde
n
(1) = wy(n) vy ) = pl,

terwijl we op de één of andere manler reeds een particuliere integraal
yo(x)$0 van de gereduceerde vergelijking kennen, Dan is

(2) = o (x) y, M (x)=o0,

Door een eenvoudige kunstgreep 1s dan de vergelijking (1) terug te
brengen tot één van lagere orde, We stellen daartoe

(3) y(x) =y (x) M(x).
Volgens de formule van Leibniz is voor W¥=0,1,...,,n
00 =y M e ) 3 O s (§) 3gm ™)

t

zodat het linkerlid van (1) lineair in ‘q,?} ,...,?7(n) kan worden uit-
gedrukt:

— V)
(4) = 5,0 Ve = o
Hierblj is wegens (2)
L n
Bx) = (0 ), ) = T () v, Wiy = o,

zodat ult (4) volgt

ad NOR RUOERIO!

Dit laatste is echter een vergelijking van de orde n-1 in qv'(x)mz(x).
Een vergell jking van de tweede orde reduceert men zo tot een line-
aire vergelljking van de eerste orde.
Voorbeeld: & ,(x)y"(x) +o,(x) y'(x) + & (x) y(x) = {3 (x) met
(x)+<x (x)+<32(x)_,0 We zien gemakkalijk dat ¥§x =e* een integraal
xa van de gereduceerde vergelijking
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o (x)y"(x) +ox (x) y'(x) + R (x) y(x) = O,

We stellen

y(x) = e m(x),
waardoor de vergelljking overgaat in
%, (x) N"(x) {@ o, (%) + O&,‘(x)} 7' (x) = B(x) e X
De substitutie
»r}’(x} = 2(x)
geeft een lineaire vergelijking van de eerste orde
o, (x) z'(x) + {9 x o(x) + O<,l(x)} z(x) = (3 (x) e
Een speclsaal gevai van het voorgaande 1is
xy" - (2x+1)y' + (x+1)y = O.

Na reductie van de orde vindt men

xz' -z =0

~
met de oplossingen z = ¢X, d.w.z. y = (Ax“+B)ex.

§2. Lineaire operatoren. Een operator O voert een functie f{x) over in
een andere functie P (x); we schrijven dan P (x) = 0 f{x). B.v.
D f(x) = £'(x). Een operator O heet lineair als

19 0 .{c f(x)} =c 0 f(x),
2 o {i‘(x) N g(x)} =0 f(x) + 0 g(x).

o]

1° en 2° ziJn equivalent met

n el
o §¥ ¢y f (x)i = ¢, 0 £, (x).
o v w0ty

Voorbeeld: de D-operator van zo¥ven,
Optellen van operatoren:

de
(0, +0,5) £(x) & 0, £(x) + 0, £(x);
Vermenigvuldigen van operatoren:

def |
0, 0, £(x) & o, {Qa f(x)} .
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Deze laatste behoeflt nlet commutatief te zijn,
Machtsverheffen:

) & r(x) (1dentiteit)
) %L o r(x
x) el o QO f(x?}
) def 0{0””1.f(x8. (n=1,2,3,...) .

Bv., is D" f(x) = f(n)(x); dit is weer een lineaire operator, Is
P(x) = CKVX" een willekeurige veelterm in x, dan is per definitle

r(0) = CXvOV . P(x) heet de karakteristieke veelterm van de opera=-

VYo
tor P(0) . P(x)=0 heet de karakteristieke vergelijking,
De lineaire differentiaalvergelljking met constante co¥fficiénten

Y
e Ve - pe)

kunnen we kortweg schrijven

De operator P(D) is lineair; daarmee staat in verband dat de integralen
van de homogene vergelljking P(D)y=0 een lineaire ruimte vormen (zie
vorig hoofdstuk, stelling 2),.

Stelling 1. Is P(D) een operator met karakteristieke veelterm P(x),
Q(D) een operator met karakteristieke veelterm Q(x), dan hebben

P(D) + Q(D) en P(D) Q(D) respectievelijk als karakteristieke veeltermen
P(x) + Q(x) en P(x) Q(x).

Gevolgen: P(D) n( ) = Q(D) P(D) "commutatieve wet",

P(D) D)} { D)} R(D) "associatieve wet".
M.a.w. in P1(D) PD Pﬂ (D) kunnen we de volgorde van de factoren
willekeurig veranderen.

§3. Homogene vergell jking met constante co&fflciénten:

N V
VmO
De karakteristieke veelterm 1s P(x Z::(xvx , zodat de vergellijking

ook in de vorm van P(D) y = O kan word%n geschreven, We nemen aan, dat
alle coéfficiénten OCiyrefel zijn.,

1Q‘gavalz alle wortels van de karakteristieke vergelijking, PasPosss P
gijn rekel en verschillend. ‘
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Nu is P(D) mﬂxh(x~pﬂ)...(x¢pn), dus
P(D) y = o, (D-p,)...(D-p,)¥

We krijgen oplossingen door te stellen
(D-p,) ¥ = 0, (D-p,_4) ¥ = O,...,(D-p,) ¥y = O.

We worden zo gevoerd tot de n particullere oplossingen

DLX PAX DX
1 2
) yg(x) = @ pesey yn(x) = € n

(6) yq(x) = 0
We hebben al gezlen, dat deze n functies in clk interval lineair onaf-

hankelijk zijn (vorig hoofdstuk; toepassing van stelling 3). Volgens

de hoofdstelling van het vorige hoofdstuk vormen de integralen van (5)

een linealre ruimte met dimensle n., M.a.w. Alle integralen van (5) heb-
ben de vorm

ch@

V=

De functies (6) vormen dus een fundamentaalsysteem.
Voorbeeld: y'" + 2y"- y' - 2y = 0 of
o
(D3 + 20° = D - 2)y = O

2

De karakteristieke vergelijking x3 + 2X7 - X - 2= O heeft de wortels

pﬂm1, peu—1, pSm-Q, zodat allc oplossingen de vorm

hebben,

20 geval. De wortels van de karakteristieke vergelljking PysPpses.sP
zijn verschillend, maar kunnen complex zijn,

n

Is z{x) = u(x) + 1 v(x) een complexe functie van een re&le varia-
bele x, dan lg

dz def z(h+h)-z(x) _ du dv
(7) == lim = 4+ 1 .
dx houn0 h ax ax

Voor een complex getal p is

d X X
a—-iepwpep,

Uit (7) volgt

v
Dz =Du+1Dv, D 2z = Dvu + 1 ﬁyv R

dus
P(D)z = P(D)u + 1 P(D)v.
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Is dus z=u+l v cen integraal van P(D)z=0, dan voldoet het redle
deel u aan P(D)u=0 en het imaginaire deel v aan P(D)v=0,

De voorgaande theorie der operatoren gaat ook door voor complexe
functies Y(x) van een re#le variabele x, In ons geval vinden we zo
weer n integralen (6) van de differentiaalvergelijking (5), waar nu
echter pﬂ,pe,...,pn complex kunnen zijn, Iedere integrasl 2P* met com-
plexe pmq+ir voert dan tot twee reéle integralen

(8) X cos rx, ™ gin rx

(rcEel en imaginair deel van &px), We krijgen zo in het gehcel weer n
integralen, want met p komt de wortel P voor en de integraal eP* voert
tot dezelfde retle integralen (8).

We zullen straks bewijzen (na stelling 3), dat de zo gevonden in-
tegralen linealr onafhankelijk zijn en dus een fundamentaalsysteem
vormen,

Voorbeeld: y'"'-y" + 2y' - 2y = 0., De karakteristicke vergelijking is
xg—x2+2x-2w(x-1)(x2+2)w0 met de wortels p,=1, peui\ré, p3——ibré. Een
fundamentaalstelscl 1s dus yq(x)zcx, yg(x = COS8 Vréx, yB(x)u sin V2x.
De oplossing is dus y=c cos V 2x + 8in V”ex.

X
(G S C.

1 3

2

30 geval, Meervoudige wortoels,
Ax v

Stelling 2.P(D)e =e Ax P(D+ 7 )y,m.2.w. men mag een factor e vddr
het operatorteken brengen als men maar D vervangt door D+ A

A x
y

b
Bewljs: De xy = exny oy Daax = ¢}X(D+))y,
P A
(D-p)e”™*y = <" *(D+ A-p)y,
A
P(D)e" *y = <Xn(D~p1)...(D—pn) u)xy

Ax
= X (D-p,)...(D-p,_4)¢ (D+7‘\n—pn)y

n--|

= X n(D—p,})—..(prn_g)ﬁx(m A-p,_4)(D+X=p,)y

164 VAX(D+'A~D1)...UH*X—pn)y

i

n
= ¢ X p(DsN)y
. _ X
Voorbeold: (D£—2D+ﬁ)ex log X = (D«’l);2 Flog x = &° Dglog X = - o
n X
Stel nu dat de karakticristicke veelterm P(x) = 3 Cs(vxv van (5)
de vorm y=0

P(x) = aﬁ(x~pﬂ)ﬂﬂ...(x-—pk)ﬂk

heeft, waar Dyseeesby verschillende reéle of complexe getallen zijn.
De vergelijking (5) heeft nu de vorm
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Otn(D-pq) ...(D—-pk{ﬁ‘ y = 0,

N l .
We vinden particuliere integralen uit

K ;
(9) (D-'p”) y a Q (V‘ "1’2,0!0}1{)
# pﬁ(x
E¢n oplossing van (9) is y=e . Verdere oplossingen vinden we door
toepassing van de¢ methode van %1. We stellen nl,

Dit geeft A pex
(-5,f (¢ m) = 0.

Dus wogens stelling 2 met Q-BF&,

o D/“‘*r]a 0 of (’u")‘

0,

m,a.w. M(x) is een veelterm van de graad g, -1. Dus vinden we voor
vaste &k de particulicrc integralen

D, X D X A =1 pyx
e

© ,XQ ,-ao,x

®

8

dus in het gﬁhﬁel,}iﬂtf12+...t/lkm n integralen,

Is pk - qK + 1 rK complex, dan krljgen we blji ¢lke wortel nk
de relle incegralen
A Qe X 2 4K
X

€ cos v X X it sin PK X ()\no,'\,...,/{g‘-’l

Bij EK » welke dezelfde multipliciteit als p  heeft, krijgt men de-
zelfde retile Integralen. We worden zo dus in elk geval gevoerd tot n
redle Integralen, Wo zullen nog aantonen, dat deze lincair onafhanke-

11jk ziin,
2. (%) 4 (2) 6

Voorbeeld: y(6) + a’y - ay -a’y =0
De karakteristicke vergelijking is
x6 + a2xa - aaxe - s (xg—ag)(xu + 20°%° + aa) = 0

met de wortels
pq,ng_a: an—pumia, 95396"“'13-

Een fundamentaal systeem 1is

.o+ oax.
g - » co8 ax, sin ax, X cos ax, x sin ax,

zodat de oplessing is

y o= cqeax - age'ax + (03 + ¢yx) cos ax + (c5 + cgx) sin ax,
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Stellin : Laat PqsPoseessbPy onderling verschillende reile of com-
plexe getallen zijn, Laat verder A (x), ke(x),...,ﬁk(x) veeltermen in
X ziJn met rellc of complexe codéffici¥nten, Geldt nu in een interval
(k)
K B X
: A, (x) ¢

# o=

=0,

dan volgt dat c¢lke veelturm A (x) identick nul is,
Bewljs: Voor k=1 1s dc stelling cvident. Voor k »2 passen we volledige
industic toc: Ult

X

PaX
1 =0 1in (h,k)

Py
Aﬁ(x) e oot Ap(x) e

volgt
qnX Q. X
(10) Aq(x} + AQ(x) S Lt Ak(x) o K =0

met Qn = Dy = Dyse.esqy = Dy - Pq. 21 h=-1 de graad van Aﬂ(x),
Door h-maal te differcnticren verdwijnt de cerste term uilt (10) en

krijgen we

k ( q X
h) . h (h-1) hy  h, 2 %¥X_
2:‘_':#“ {AK +(3) a A, ook () 9 E =0.

Uit de inductic aanname volgt dus

h h h-1 hy b —
Ak( ) + (1) a, AK( ) +"'+(h)qm AK =0 (w=2,..,,k).

De term met A . heeft de hoogste graad; dus AK =0 (k =2,...,k), dus
wegens (10) ook nog A {x) =0. Q.E.D.

Stel nu, dat PysPosesasby de wortels zijn van de karakteristicke
ver elijking van (5), resp. met multipliciteit /Qq’/ag""’/ik"w“ hub-
ben gezlen, dat we n (redle of complexc) integralen kunnen vinden:
mpqx - hpk X
e 5] .

(11) yq(x) = s Vplx) = x ¢ ' L, ¥, (x) = x

Uit stelling 3 blijkt, dat dezc n integralen linealr onafhankclljk
zlJn; in dezc zin dat uit

¢y yq(x) LR yn(x) =0 in (a,b)

met refle of complexe coifficiénten Cy volgt, dat C1uc2m,,,mcn30.

Laat nu cen wortcl p = q + 1 r van de karakteristicke vergelijking
complex zljn, dan komt P = q - 1 r ook als wortel voor met dezelfde
' multipliciteit'jz, Dit geeft asanlelding tot redile integralen van de
vorm
xv e cos rx, xv AL g8in r x {\}uo,ﬁ,...,/u—ﬂ).
Vervangen we in het stelsel (11) de voorkomende functies xV P o
i” <P* door xv aqx CO8 X en xw e%* sin rx, dan is het nieuwe stelsel
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integralen nog lincair onafhankelijk. Dit volgt uit de volgende
Hulpstelling: ZiJn fq(x),...,fn(x) lincair onafhankelijk in (h,k).
Is gq(x)= % (£448,), go(x)= é% (f1~f2), dan zijn g,(x), gz(x),
TB(x),...,fn(x) weer lincalr onafhankelijk in (h,k).

Door tocpassing van dit principc komen we dus tot n lineair on-
afhankelljke redle integralen,

.-

Voor het belangrijke geval van de tweede orde gaan we de gevonden
resultaten nog ¢ven resumeren: We hebben de homogene vergelijking

0‘23’" oyl + Ay =0,

met de karakteristicke vergelijking

2
mgx + qu+ ao” 0.

1° pe wortels P4y €D D, zijn redel on verschillend;
PaX PaX
Y=o, e 1 ;2

2° de wortcls zijin gelljk: Py = Dy = D;

. PX
yo= (cg + cox) e

30 de wortels zijn toegevoegd complex: Py=a +1r, Do=q - 1 r;
y = ¥ (cq COS TX + C, 8in rx).
Voorbeeld: y" + u;gy =0:y=c,coswx + ¢y 8inw x

of y = r cos (Wx + )

$u. Tocpassing: Ecn veer, in verticale positic, is aan zijn beneden-
eind op cen vaste balk bevestigd., Bovenop de veer wordt cen gewlcht ge-
legd, welke de veer 0,25 em indrukt., Daarna wordt het gewicht 0,5 cm
verder naar beneden gedrukt, dan een bencdenwaartse snelheid van

Vré cm/see gegeven en losgelatun, Zock do laagste stand van het Bo-
wicht,

Oplossing: Is K eun kracht, dic de veer u cm indrukt, dan 1s K
evenredig met u; m.a.w, )
K = ¢ u,
waar ¢ een constante 1s. Noem de massa van het gewicht m, zodat = ME.
In ons geval is u=0,25 dus

mg = 0,25 ¢ of ¢ = 4 mg,
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Is de veer 0,25 em Ingedrukt, dan zullen we dlt de evenwichtspositic
noemen., De afstand van het gewlcht tot deze evenwichtspositie usu(t)
18 positief als het gewlicht beneden de evenwichtspositie 1s. Aan het
begin van de¢ beweging 1s dus u=u{0)=0,5 cm ¢n de beginsnelheid

vgnﬁ (0) =Vg em/sec. Is het gewicht tijdens zijn beweging op de af-
stand u=u(t) van de cvenwichtsstand, dan is de op het gewicht werkende

kracht -cu; de versnclling is u. De bewegingsvergelijking 1s dus:
mi = -cu = -4 mg u,
u +4% gua= o0,

Oplossing:

0 o= cos E\fé t o+ s 3in EVFQ t.

©4

Voor t=0 1s u(0)=0,5, 0 (0)=Vg. Dit geeft

¢, = 0,5, ecg\/"g =Vg dus ¢y = 0,5.

u=0,5 (cos 2V& t + sin 2V g t).

= 1V2 sin (2Vgt +§§E).

De laagste stand van het gewicht is dus %‘J?a0,70~(cm) beneden de even-
wichtsstand,

Opgaven:
1) Los op: y" - é% = X log X.
Aanwijzing: Ein oplossing van d¢ gurcducgerdé vergl., 1s yo(x)uXB.
Antwoord: % x> log x (5 log x - %) + qug + ;% .
2) Los op: y" - §1n° x y' - cos®x y = {x2+2x+(x cos x)%} <x,
Antwoord: ; X _(% - ; sin 2t) i
y(x) = ¢ {cq U{ € at + 7X + o?} .

X
Q

3) Bewiljs: Als de operator O lineair is, is ook P(0) lincair.
4) Stel 0, f(x) = D £(x) en 0, f{x) = x £(x).
Bepaal 0, O, £(x) en 0, 0, f£(x).

Antwoord: x f'(x) + £(x) resp. x £'(x).
5) Laat yO(x) een oplossing zijn van

() o (x)y" (%) +00, (x)y' (x)+ & (x)y(x)=0 met y_(x)#0 in [h,k] .

Toon aan dat alle integralen van (¥*) gevonden worden uit
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X *\‘g O—(—éTS—)— ds

y(x) = ¢ vyl | 3,0 at.
b

6) Los op: D(D+’1)(D~2)2 y =0
(D2+2D+5) y =0
(D%42D+5)° y = 0.

-X 2x
Antwoord: y(x) = Cq ot oepe T+ ocgen

—X(

i

€ C

v(x) cos kx + c, sin kx).

1

v(x) = e"x(cq cos 4x + ¢, sin 4x) +

2

£ xe

¢y cos bx + ¢y sin kx)

+ 38 _ 7y 2 a5y = o,

3
e
t
o]
w
o]
o
<
e

) + 3y =20

Ix + e -2X 2

Antwoord: y(x) = ¢ ot “Tcos x + c3c' Fsin x

X(c,lcos 1Vi3x o+ c, sin LV3x)+

«d
—~
~
i

a

+ c'%x(c3 cos V3% + ¢y sin 3V 3x),

X =X .
: ¢ + c3 cos x + ¢y sin x,

it
le]

y{x)

B8) Los op: y" - 2y!' +y = e2¥ |

Antwoord: y(x) = c,leX + e F ch.
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VIII. Integratiemethoden bij lineaire differentiasalvergell jkingen

door
Prof.Dr J. Popken

%5. Vrije trilling. Een punt met massa m kan zich over een rechte 1ijn
bewegen en heeft z1jn evenwichtsstand in O, Het bevindt zich onder in-

vloed van een centraal naar O gerichte kracht K, welke laatste evenre-

dig is met de uitwijking u(t). Bovendien is er een weerstand W evenre-

dig met de snelheld. Stellen we K= Au(t), W=u(t), dan 1s dus

(1) mﬂa-—%u-fkfz.

De karakteristieke vergelijking is mxaffxx+$lw 0 met wortels
—j*_+y5%?—haxn

em

X,”Qu

Geval 4:‘f42-&3n1>6. Er zijn twee negatleve wortels - p en -(p+q). De
oplossing heeft de vorm

u=eP’ (cy + ey e"qt).

1
Uit deze formule blijkt, dat u(t) hoogstens één keer van teken veran-
dert (d.w.z. door O gaat) en dat verder voor t.. o0de ultwijking u(t)
tot nul nadert (het punt "kruipt" naar 0),

Geval 2:,AL?J*)““O’ Er 1s een dubbele negatieve wortel -At/2m=-p en
u(t) heeft de vorm

e Pt (¢, + ¢

A Qt).

Ook hier passeert het punt hoogstens één maal het punt O en verder na-
dert u{t) weer tot nul,

Geval 3: /.Le—lf)xm 0. Stel /u?-z;”), m = ~l+m2w2.
Dan 18 x, = - pM/2m + 1w en

- :..gm

u(t) = e (c,l cos wt + ¢, sin wt)

-

=re “™ cos (cot-9).

Het punt voert nu een oscillerende beweging uit, maar het amplitudo van
de trilling neemt exponenticel af met de tijd. De frequentie is /27T,

De laatste formule gaat ook nog door voor de vrije "ongedempte"
trilling als W=0 18, dus M=0. Stellen we de frequentle hiervan voor
doer %/27‘?’, dan is

2
A=mw .
Substitutie in (1) geeft deze vergelijking de vorm

; o . )
(2) u+/§*u +w,u =0,
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’6. Inverse operatoren,

a) z.P(x) = % f(x) vetekent D wp(x) = f(x), m.a.w.

% £(x) = jf(x)dx;

9

deze is bepaald op een constante na, Voorbeeld: g—x - %xgw.

b) xp(x) = ﬁg— f{x) betekent (D—p)tp(x)mf(x), m.a.W. P (x) is een in-

tegraal van y--py=f(x), of
x

P(x) = epxl e Pt £(t)at + c X,

Voorbeeld: D:-‘T e* = e + ek,

¢} p(x) = W%T f(x) betekent P(D)Pp(x) = £(x); m.a.w, y=Pp(x) is een
willekeurige integraasl van een lineaire differentiaalvergelljking met

congtante ceoefficienten
n

(1) v a, vy () - ex),

v=0
zodat \P(X)u P, (x) +7(x), waar Y (x) een particuliere integreal van
(1) is en 7)(x) een willekeurige integraal van de homogene vergelijking

n
C*’Uy(v)(X) = 0
u:::.
voorstelt, We zullen zeggen dat p (x) en LPO(X) congruent mod P(D)
21jn; notatie P (x) Ny (x) (mod P(D)).

De operator toegepast op een functie f£(x) levert dus niet
slechts €én functie W(x), maar een klasse van congruente functies,

1
20 heet de inverse operator van P(D); er geldt n.l.

*(0) { o1y f(x)} - £(x)
?-(%)—{P(D) f(x)} ~s £(x)  (mod P(D)).

We kunnen ook producten en sommen van dergelljke inverse operato-
ren invoeren, Zo betek&nt;{m Q’(’]TT)’ f(x) = PT%EQ‘QW i‘(x)z 5 M.a,W.
pas op f(x) de operatie toe; het resultaat is een functieklasse K;
pas daarna op elke functie van K de operatie 1 toe; het resultaat
is een nog meer ultgebreide klasse van functies 1 1 f(x).
Blijkbaar is 'Q%ﬁT p—(%)- de inverse van P(D) Q(D). De product operaties

hebben weer de commutatieve en associatieve eigenschap.

1
Toepassing: —w— X =
‘ D°-D D(D-1) 4
alle functlies van de klasse ——— X door blj het gevonden resultaat een
D™-D

1 2
X = %5’3‘?{ X Ay (-x-1) "/ -x-3x°, We krijgen
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willekeurige integraal van y" - y'=0 op te tellen; dus ~éL* X =

2 X
= -X-4X" + e te e

Enkele berekeningsmethoden. Een differentisalvergelljking

V=0

kunnen we schrijven P(D)y = f(x), of y = pf%T f(x), zodat de integratie
neerkomt op de berekening van Ff%? f(x).

I. Stel, dat de karakteristieke vergelijking wortels PasPosecssPy heeft,

dan is
P(D) = & (D-p,)...(D-p,)

4 1 1 1

en men kan successievelijk ﬁ:%: f(x), 55%5'(ﬁ75; £f(x)),..... berekenen.

Voorbeeld. Integreer y" + y' - 6y = egx.

Yy = —-,vg—w—-———q @3}( ] 1 i QBX.
D4D-6 D¥3 D-2
1 3% 3x o 1 3x 1 3%
Nu is 55 © Mse”™, dus yfwzﬁxg et et

De algemene Integraal 1s dus

‘ " B
Y = % e3% c, X 4 cpe 3

IT. Splitsing in partiecel breuken, Stel dat P(x) onderling verschillen-
de nulpunten heeft, terwijl

k k
4 1 n 1
(2) m X‘pq + ..t K‘Dn (kvu "E’;“"(“'p“‘;)")").

Dan 1s
k

K
F(i‘mf(x) N(D':%; o *5:{%;) £(x).

Bewijs: We hebben slechts aan te tonen
kq kn
000+‘ f X E=d f »

Nu 18 het linkerlid
kﬂ kn
{(D"pq).-'(D“pn) W +‘.'..+(D*@1)...(D—pn) W} f’(x) L

{kq(D=Pp)ee e (Dopy)+ o iy (D). (Dopy ) £(x).

De karakteristieke veelterm van de laatste operator 18
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k,‘(x-pg) » .(X“Un)+' » .*‘kn(x'-p,‘) e .(x”pn-q) i 1
zoals uit (2) volgt; m.a.w, de operator is gelijk aan de ldentitelt,

zodat het linkerlid inderdaa f(x) is, Q.E.D.

= ong xe " Xdx ~u-(1+x)e”

ﬁ.“?"? Xf:"x =
1 xeX XJ 1.2, X
m = € de"\.}éx (5]

Dus

of

ITI. Reeksontwikkeling. Deze methode is toe te passen als f(x) een

veelterm is, Voorbeeld:

1 £(x) ~ (14D+D%+. ..) £(x)

70
de

Bewijs: Omdat f(x) een veelterm is, is vanaf zckere gehele k  de k
afgeleide identiek nul, Dus

(1-D) (14D+D%+...) £(x) = £(x).
u”»'—(ﬂ +D+ D%+ D+ Qu) x
- Yoo v a2x® + 2bx + 2h).

‘ 1
TOBE&BBin&. m X

IV. Stelling 3. Ff%T (e Ax f(x))«'\/eﬁ:Ax FrﬁgffT £(x) (mod P(D))

‘ X
m,a.w, ook bilj inverse operatoren mag men een factor e voor het ope-

ratorteken brengen mits men D in D+ A verandert.
Bewijs: We hebben slechts aan te tonen
Ax AX 1 .
P(D)‘FGET (" £(x)) = P(D)e 20y £(x),

of wegens stelling 2

ﬁ’ax f(}() ws U:*X P(D‘?‘A) pv(—g-m f(K)

Q.E.D.

‘ 1 3% 3x 1
Toepassingen: a) e’ nue
' D2 4D- (D+3)%+(D+3) -6
= &% i 1 3% (dit laatste b,v, met methode IIX), Dus

e 1
D +7D+6 3
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.3 1 3x o, ex =3
—y—— " = o + L, + 8,0 .
L 4D-6 3 ! 2
1 x X 4
b) xe" e x
D°-3D+2 (D+1)%-3(D+1) +2
X 1 Loey . X
= e —— X A (x+5x%)e
DT=D

Vergelijkingen vanfhat type P(E)yuéax’ P(D)y=cos A x,

De oplossingen hebben de vorm

A Ax
(3) v= proy ¢~ e prmEr)
We zoeken dus een integraal van
?(D“F))Z =

of van
(%) P(a)z + 5 o0 B oy Ly

IsiP(l) # 0, dan kunnen we blijkbaar nemen

g
zZ = §T57 s zodﬁgx
T
In het uitgesloten geval P(2) = 0, 1s de storingsterm e}x een integraal
van de gereduceerde vergelljking P(A)y=0. We spreken dan van resonantie.
Is P{A)=0, P'(A)#0, dan vinden we voor (4) de particuliere integraal
Z= ?T%TT en dus volgt uit (3)

x e %
N ’\’m)- .
Ook de vergelljkingen
(5) P(D)y = cos Ax, P(D)y = sin Ax
kunnen we zo behandelen, In plaats van deze nemen we n,l,
(6) P(D)y = cos Ax + 1 sin Ax = ei'lx
Is P(1X)#0, dan vinden we T%: de voorgaande methode, dat
12x
Yo = BTN

een particuliere integraal van (6) is. Dan voldoen V4=Re y_ en y,=Im Yo
respectievelljk aan de beide vergelijkingen (6).

Ook het resonantie geval is zo te behandelen.,

Een toepassing vinden we in de volgende paragraaf,
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§7. De gedwongen trilling, We beschouwen weer het punt ult §5 met
massa m, Maar benalve de kracht K= -3 u en de weerstand W=Mu laten we
nog een ultwendige kracht ¢ cos wt werken, De vergellJking (2) maakt
nu plaats voor

. 2 C C 1wt
) ' - o L £y =y
(1) il +d%tl+-ud6 u=zcosWt=xRee .
Eerst lossen we daartoe op
) o
AL 2. _ ¢ Wt
U +/£ U+ w,u==¢
met als particuliere Integraal
w
o ei g iwt
Yo TR Sl ettt
T el LA
o m
waar
. - c/m
- I - BNVITY
L&JO -4+ l/*_'f'n—*
Stellen we z=r c"ikp, dan 1is
2 2 L ALW c 1w
r*(u)@ -We o+ 1*/“5'1'“) ==,
zodat r en t te bepalen ziljn uit
2,2 2
s} o] o =
(2> rc i(wma,_wa,yﬁ +fg W }m 9‘25 ,
7 m” m Se /(,;w‘*'w r
Lid)
m
AL LAY
m(w, *- ) reoF-wh)

We hebben nu U, = 2 AWt r oi(LUt'\P).
L

De vergelijking (1) heeft Jus de partlculiere integraal

(&) U, = rocos [wioy)
Elke anderc integrasl van (1) krijgen we door bij u, op te tellen
een willekeuripe ‘ntegraal van de gereduceerde vergelljking., Ult §f§

blijkt echter cat deze laataten exponenticel "uitsterven', zodat na be-

trekkelljk korte tijd clke trilling practlsch gelljk aan (4) wordt.
Merk op, dat de frequentie van de "stationaire" trilling gelijk

18 aan die van de ultwendige kracht, De grootheld @ heet de "phase

vertraging'.

Als MJwAuJC sprecekt men hier wel van resonantle, Dan is de fre-
quentic van de uitwendige kracht gelijk aan de frequentie van de on-
gedempte eigen trillirg, Is dan ook nog de demping sA klein, dan kan
volgens formule (2) het ampl’itudo van de trilling (4) zéér groot wor-
den (resonantle katastrophe),
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§8. De vergelijking van Euler:

Egé;}mv x” y(v) = £(x).

Door de substitutie Xm@t, y(x)my(et)mY(t) gaat deze over in

n
T D(D-1)...(D-¥+1)¥Y = £(e°).
V=0
. 9Y dy dx b d
Bew:l.!!s- a'ﬁ' o a'sc— a~€ =m O a%{' F}
g—;z—m (,wt DY

algemeen:

Y - "V ppa)...(D- v+1)Y

x¥ 93 - p(p-1)...(D-V +1)Y.

Voorbeeld: x3y'” + 3x2y" - 2%y 4+ 2y = O

Door de substitutile x:et gaat de vergelljking over in

D(D-1)(D-2)¥ + 3D(D-1)Y ~ 2 DY + 2Y = O
(D3-3D42)Y = O
(D-1)2(D+2)Y = O
£ £ -2t
Y(t) = c e 4c te” + e,

dus .,
y(r) = e x + cpx log x + cgx° (x>0).

4§9. Variatic van parameters. Deze methode is ook van toepassing op
vergelijkingen, waarvan de cobfficlenten niet constant zijn,
Stel, dat bij de vergelljking

(1) ¥ so(x) vy + B(x)y = £(x),  x¢€ (s3],

de gereduceerde vergelijking rceds 1s opgelost., Stel van deze laatste
zijn yq(x) en ya(x) twee lineair onafhenkelijke integralen, De meest
algemene oplossing van de gereduceerde vergelijking heeft dan de vorm

y(x) = cqu(x) + CEyE(X)'
We proberen nu voor (1) ecen oplossing te krijgen van de vorm

(2) vi(x) = uq(x) yq(x) + uz(x) yz(x).
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Stel nu, dat de functies uq(x} en ue(x) zo gekozen worden, dat
(x) y (x) + u, (x) ya(x) = 0
uq (X) y,’ (X) + ug (K) 32 (X - f(x)

(3)

dan volgt uit (2)

H

(4) y'(x) = uy(x) v, (%) + ug(x) v, (%)
en hieruit
(5) 3"(x) = uy(x) ¥, (x) * ug(x) v,"(x) + £{x).

Uit (2), (¥) en (5) volgt dan
y' o+ o (x) v +(3 x)y -
u,‘(x) {Lyq' + & (x) y'l + 3 (x } + ua(x) {yg" +u(x)y2' +

[ ()vp f+ £(x) = £(x),
zodat de functie (2) werkelijk aan (1) voldoet.

Het komt er dus slechts op aan om de belde vergelijkingen (3) in
uq’(x) en ue'(x) op te lossen, Dit 1s steeds mogelijk omdat de deter-
minant van dit stelsel de determinant van Wronski is en deze verschilt
van nul in f{a,b] (zie $4).

Heeft men uql(x) en ugr(x) gevonden, dan vindt men door integratile
uq(x) en u,(x) en dus y(x). Toon aan, dat men zo alle integralen van
(1) vindt.

De methode is gemakkelljk uit te breiden tot een vergelljking van
de nde orde.

Voorbeeld: y" + y = cos x

De gereduceerde vergelijking heeft de oplossingen
Y o= ¢, COB X + 02 gin x.
We stellen als Integraal van de gegeven vergelijking

y=0C, 008 X% +¢ sin x,.

2
terwl ]l u, en Uy moeten voldoen aan
i §
uq cos X + ue 8in x = O
] 1
-1 gin x + u CO8 X = COB X

1 2
Oplossing van uq, en uﬁq geeft
uq’m -3 sin 2x, ueiz % (1+cos Ex)
1
uq = g cos 2X + s Uy = 5% + E sin 2x + cy.

Dus
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y = 4% sin x + %(cos 2x cos x + sin 2x sin x)

+ ca o8 X Cy ain x

= X sin X + Cg CO8 X + Cy 8in x

Opgaven,
1) Los op: y" - 4y' + 3y = x2, *
X _3x
Antwoord: y(x) = Cq8T F cpeTTh X" b mX 4 o

2) Los op: y" -y = x.

Antwoord: y(x) = cqex + 026~x - X,
3) Los op: y''- 3y" + 3y -y = eﬁox.g 10%
. x x X e
Antwoord: y(x) = e’ + CoXET # eaXTeT 4 Sy
4) Los op: y" - 3y' + 2 = e°%,
Antwoord: y(x) = c X + ¢ e’ 4 xe°X,

1 2

?

5) Los op: v "y 3" F 3y 4y = c“x. 3 -x
2 =% -

-X -3 - Xx e
swoord: X PN xe . 3 .
Antwoord: y(x) = Cae T+ Cy boegxTeTh 4 ——pee

6) Los op: y" + 3y' + 2y = 3+ ox.
, , -x “2% 1 ue3 anel
Antwoord: y(x) = c e + cpe tE (4x7 -18x“+46x-51).

7) Los op: ay" + 2by' + cy = sin A x,

Antwoord:
(c-2 A%)sin A x-2b Acos Ax

(c-a A)° + Up© A°

8) Los het limietgeval M=0, W=w_ van vergelijking (1) op:

y o

= 2 c
u ok u)o U o= = cos LUOt.

. C v ‘
Oplossing: u ~v ?ﬁTﬁg t 8in u;ot.

o
9) Los op: x“y" - 2y =

Antwoord: y(x) = CaXT + oeXT
[

10) Los op: y" -y = e~ (variatie van paramcters),

oo

Oplossing: y(x) = 3xe* + cqcx +epe”

11) Los op: y" + by = 2 tg x. (variatic van parametcrs).
Oplossing: y(x) = (3 sin 2x-x) cos 2x + (loglcos x)~cosgx)sin 2x

+ cﬂ co8 2% + 02 sin 2x,



ooy

IX, Lineaire Systemen met constante coBfficiénten

door
Prof.Dr J. Popken

De onafhankelljke veranderlijke stellen we voor door t; D = é%».

§1. Voorbeelden, 1. Stel, dat yq( ), ye( ), yB(t) de massa's voorastel-
len van drie radioactieve stoffen, De eerste verandert in de tweede,
welke op zijn beurt in de derde wordt omgezet. Deze laatste is stablel.
Dan 1s

dy dy dy.
waar 2 en b constanten zijn; of

(1) (D+a)y1 =0, ay, - (D+b)y2 = 0, bye-—Dy3 = 0,

2. Een slinger is Cardanisch opgehangen. Stel op de tijd t stelt
yq(t) de dragihoek voor om de ene as van de ring van Cardanus, y,(t)
de draalhoek om de andere as, dan 1s (vgl. bv., Baule, Die Mathematik
des Naturforschers und des Ingenieurs IV):

Y4 + bqu + C¥p = 0
+ b 0,

(2) Yo o¥o = Co¥4 =

waar bi’ci positieve constanten zijn, Symbolisch schrijven we in plaats
van {2)
2

-czmy1 + (D° +b )y

0

H

i

0

(Differentlaalvergeli jkingen van Fdppl).

3. In het X-Y vlak wordt een krachtveld gegeven door de beide com-
ponenten

(‘4) szy, Kymx

voor de kracht K werkend in het punt (x,y). We vragen nu naar de baan

x=x(t), y=y(t) van een punt onder invloed van dit krachtveld.
Is m de massa van het punt, dan volgt uit de formule K=ma en (4)

. - mD K y=0
(5) ( ny = y, my = x of i -mDéy 0.

*§2 Oplossingsmethoden voor homogene vergelljkingen met constante
coEffici¥nten.
Als voorbeeld nemen we:
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| (DM)y1 + Dy2 -
(6) (D-1)y,4 - vp = 0.

We "elimineren" y, door op de laatste betrekking de D operator toe te
passen. Er komt dan (DeuD)y1~Dy2wO. Tellen we deze betrekking bij de
eerste van (6) op, dan vinden we

() (D%+1)y, = ©.
Op soortgelijke wijze kunnen we y, "elimineren" en vinden dan
(8) (D%+1)y, = 0,

zodat y, en y, 8an dezelfde differentiaslvergelijking (D2+1)y~0 voldoen,

Deze voorwaarde is noodzakelijk, We kunnen echter niet verwachten,
dat twee willekeurige oplossingen y, en y, van (7) en (8) ook automa-
tisch aan (6) voldoen, We hebben

(9) {y1 = cq'cos X + cg,sin X
Vo = €y cos X + Cp sin x.

Door substitutie van deze waarden in (6) vinden we

(cq+32+c2’) cos X + t—cq+ce-cq‘)sin X = 0,

H ' Ny
(cq+c2-cq ) cos x + \~cq—02-02‘)sin X = 0,

Dus weg@ns de lineaire onafharkelljkheld van cos x en s8in x

1 - O t o
c,]-%-ce-(-c2 =0 , c1+h2 Cy 0

- - L o o {7 e ,:ﬂ

C tCo=Cy =0 Cy=Cr=Co o .
M.2.w. (9) is een oplossing van (6) wanncer tussen de parameters
cq,ce,cq‘ en cg’ de lincaire betrekkingen

L. - -
c1+c2+c2 =0 , ¢ Cote 0O

17271

bestaan,
Meer algemeen behandelen we nu het geval van drie homogene verge-
lijkingen met constante cofficlénten in Vqs¥p em y3:

(p) Pq(D)yﬁ + PE(D)y2 + PB(D)yB = 0
(10) (a) D)y, + 9(D)y, + 95(D)yy = 0O
(r) R4<D)yq + RQ(D)VQ + RB(D)y3 = 0,

waar Pi(D), Qi(D) en Ri(D) veeltermen in de operator D zijn. We wensen
alle oplossingen van (10) te kennen.
Allereerst voeren we de karakteristieke veelterm
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Pq(x) Py(x) PB(x)
a(x) = | Q(x)  Qu(x)  9y(x)
Ry(x)  Ry(x)  Rj(x)

in, De bijbehorende operator is 4 (D) en deze ontstaat door in het
rechterlid x door D te vervangen., Uit de theorie der determinanten we-

ten we

Py(x) Pa(x) Py(x) PB(x)

Ro(x) By(x) [P0 ry0) w0 1%u®) * o (x) og(x) [Re(®)
Pi(x) Pg(x) PB(x) A(x) @als i =1

= |0y (x) Q(x) Q(x) | = |
Ri(x) Re(x) RB(x) 0 als 1=2,3,

DPe hierbij behorende operatorenvergelijking is

lQQ(D) QB(D)j P, (D) - Po(D) Py(D)

PE(D) P3(D)
RE(D) R3(D) RQ(D) RB(D)

U TS IS

Ry (D)

A(D)  2ls 1 = 1
0 als 1 =2,3,.

Op respectievelijk de verzelijkingen (10p), (10q) en (10r) passen we nu
toe de operatoren

Qa(D)  Q4(D) ! |

P,(D) PB(D)

en .
Ro(D)  Ry(D) R,(D) Ry(D) Q,(D)  Qg(D)
Door optelling komt er dan A (D)yﬂuO. Analoeg vinden we Ag(D)yng en
a (D)meO.

Voor elke oplossing (yq,yz,yB) van (10) geldt noodzakell jk

A(D)y, = 0.

i

Omgekeerd zullen drie willekeurige oplossingen Vqs¥p €D y3 van de
laatste vergelijking nog niet automatisch aan (10) voldoen., Integendeel,
tussen de in V4s¥5 €D yB optredende constanten zullen bepaalde betrek-
kingen bestaan, die wlj kunnen ontdekken door substitutie in (10). Men
kan bewijzen, dat het aantal onafhankelijke parameters in de oplossing
gelijk 1is aan de graad van de veelterm (s(x).

Als toepassing lossen we het stelsel (3) van voorbeeld 2 op. We
hebben hier

Ay = | D oD | D*+(b.+
~c2D D +b2

De oplossingen x{t) en gét) voldoen dus noodzakelijk aan A (D)yiwo.
‘8tellen we ter vereenvoudiging .

2+C4C )b by
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2

_Moq
2B = b #bytc,c,, B+ V Bgmo,,‘bg - i o2
~"e

dan zijn de wortels van de bijbchorende karakteristieke vergelljking
iiwq,iiwa,zmmt
Yq = c4c08 u)ﬂt tCy 8in u)1t + c3 cos uJat + cuain qut

t [
y2 = c,1 cos8 Wt + c2 gin W

i
4 o+ cj'cos ngt +cy ain uiet.

1

We hebben nu nog slechts de betrekkingen te vinden, die tussen de ¢'s
bestaan, Nu 1s

2 2 ,2 2 2
D Vq= -C, W, cos W, t-c, W gin w t catﬂe cos uJat*chué sin Udzt
bquu ¢ b co8 qut + cgbqsin w t 4 Cabﬂ cos buzt + c,_}b1 sin W at
A
quyQ- c2 oqhuqcos qut—cﬂ'cthq sin u,1t+cu'cqtuecos UJ2t~

- ]

c3 cqbuesintAJEt
Substitutie in dc cerste vergelijking van (3) geeft wegens de lineaire
onafhankelljkheld van de vier functies cos Mth s 8inw

sint&iet de vicr betrckkingen

qt, cos ujzt,

2
1 - - ! =
o cﬂuuqmo s 02(b1 W, ) c, e u.),1 0

2
(b, ) + ¢ 1
2)

%)

e, )

cB(b,‘-—uu2 +eyle, =0 , (b, -w - egle, W,

1Wo 1= % = 0.

Substitutie in de tweede vergelijking van (3) geeft dezelfde betrek-
kingen, (Dit klopt met het feilt, dat hier de graad van & (x) gelijk
aan vier is).

Bijzonder cenvoudig is het stelsel

Vo o A & .
94 Bqq¥q + Aqp¥o t A4373
Vo' = 894V + 8pp¥p + 853V,

1

yB = aquq + mseyg + a33y3

In dit geval is de karakteristieke vergelijking

Aqq7% 942 843
agﬂ 822~X a23 = 0,
"3 32 P37

In dit geval zijn de wortels niets anders dan de eigenwazrden van de
matrix (aij)‘

In sommige gevallen 1s het mogelljk de oplossing van een stelsel
te heprleiden tot het oplosser —~» eawsne Aifferentiaalvergell jkingen.
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Dit 18 b.v. het geval met het stelsel (1) uit voorbeeld 1 (zi: vraag-
stuk 1 en 2),

§13. Inhomogene systemen, De voorgaande methode kan ook worden toege-
past op cen inhomogeen systuem

Pq(D)yq + PQ(D)YQ + PB(D)yB s f'(t)
(']1) Qq(D)yq + Q,Q(D)yg + QS(D”B = g(t)
Rq(D)yq + RQ(D)yQ + RB(D)yB = h(t),

waar £{t), g(t) en h(t) functies voorstellen, die een voldoend aantal
malen differenticerbaar zijn, We vinden, dat yq(t) noodzakell Jk moet

voldoen aan
£(t) Py(D) Py(D)

(12) A(D)yq = é”).(t) ;{E(D) Qj(D) ]
h(t) Ry(D) Ry(D)

waarblj het reehterlid ontwikkeld moet worden naar de elementen in de
eerste kolom; de bijbehorende minoren moeten optreden als operatoren
voor f(t), g(t) en h(t). Voor Yo en ¥y z1jn er analoge vergellijkingen:

Po(D) f(t) P4(D) P4(D) By(D) f(t)
(13) 8 (Dhyp= |Q4(D) e(t) &5(D)| . a(Dlyy= |Q,(D) (D) g(t)
R,(D) n(t) RB(D) Rq(D) RQ(D) h{t)

Elke oplossing (yq,yz,ys) van (11) voldoct aan (12) en (13) maar
niet omgekeerd, Door substitutie van de algemene oplossingen van (12)
en (13) in (11) vinden we dc beperkingen, die we moeten opleggen.

Voorbeeld: yq” -Vt Yt - Yy = 1
yq' Y, ot yg" PV, =t

(D+1)y., + (DQ+1)y2 = t,

(D°-1)y, + (D-1)y, = 1
V4

Hieruit volgt noodzakelijk

L 2 4
(0*-D%)y, = ¢, (D'-D%)y, = -t-1,
met de algemene oplossingen
3
Vg =04 +Cpt + caut+ Cue't - 1;6—
Vo= ' eyt + cqle® + ooy te”t 2 + EE
2 1 2 3 - 4 & 7

Na substitutie in het gegeven stelsel vindt men de relaties

cﬂ’ eyt Cy t = 0, 02‘ t ey o= 0, 03' + 03 = 0, ¢y'=0,

zodat we als algemene oplossing krijgen:
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Y, = ¢, + 2.0 + Cc.C t 4 Q)€ -t 3
1 1 2 "3 y ;5
'E—

(ca+e 1) = c, ot cets 2
Vo = miCq%ey 2v "~ ©3¢

4‘-—5—,

$4,. stabicle systemen,

Stel dat (y,)o,ym,y%) een particulicre oplossing 1s van het stel-
sel differentlaalvergelijkingen (11); verder dat (’71,7]2,7123) de alge-
mene oplossing 1s van het "gereduceerde" systeem (10), dan vindt men
alle oplossingen van (11) ult:

Vo=Vt Wq Vo=Vt s Y3 =30+ 3-

Stel nu, dat alle wortels van de karakteristieke vergelljking
A (x)=0 een negaticf retel deel hebben, Zijn deze wortels

Dy~ A AL Dy == A wtLM, s dan geldt voor clke oplossing 7},‘, b ’73
van het pgere dumer% systeem

p.t
1
M, () = A(6) ¢ P ek A (b)e

Dt
K7 (1=1,2,3),

waar de A”(t) veeltermen voorstellen,

Pyt L -yt
lgij(t}ﬁ 'j

<K o ¢ J voor t > 1,
dus volgt 771 ) — 0 voor t—390(i=1,2,3), M.a.w.: Is (y')O’yEO’yBO)
een partleuliere oplossing van (11) c¢n is (yq,ye,y?)) een willekeurige
andere oplossing van (11), don is

Yq(t)“ yq@( ) — 0, YQ(t) - yzo(t)‘"ﬁoa yB(t) - yBO(t) —30

voor t-—p @9, In dit geval noemen we het systeem (6) stabicl. Hebben de
wortels van de karnkteristieke vergelijking alle cen negatief retel
deel, dan is het systeem stabicl,

Voorbeeld: Bij de diffcerentiaalvergelijking van de gedwongen tril-
ling (vgl. $7)

v . [
u +a%u +wo“u = = COS Wt

die

is de karakteristicke vergelijking

2 2
X +/9m'x rw =0

| 2, 2 2
De wortcls "Mg\/‘“‘* =4 W hebben belde ven negatief retlel deel, Alle
om
oplossingen "nadercn" daarom tot cen vast gekozen integraal

u=rcos (Wt-P),

Het onderzoek naar de stabilitelt van een systeem vergelijkingen is
- voor de praktijk ven grote waarde, specisal voor het onderzoek naar
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(mechanische of electrische) trillingaverschijnselen, Het is daarom
van belang, dat er een test bestaat, waaruit men - zonder de wortels
te berekenen - kan aflezen of de wortels van een hogere machtsverge-~
lijking al dan niet alle een negatief redel deel hebben.

Kriterium van Hurwitz: Stel

R ¢ n-1 n
o 4% to.ba, = 0

heeft re¥le co¥ffici¥nten met a,> 0. Beschouw het schema getallen

a4 33 ag a7 S
84 85 8 A8g ----
0 a, 33 35 -
0 a8, 85 8y ----
0] O 84 93 B
¢ 0 1, 8p ==e-

B I N S

waarbij men an+qman+2m..,30 stelt., Laat Dv de determinant zijn gevormd
ult de v eerste rijen en v eerste kolommen (Vmﬁ,a,..,,n).

Noodzakelijk en voldoende opdat alle wortels negatief re¥el deel
hebben 18 de voorwaarde

31 = gq)O, D2> Q’ m———_ Dn> O.
Voorbeeld: x3+ax2+bx+0m0.

Het schema wordt

a ¢ 0 0O
7 v 0 0
0 a ¢ 0 *
0O 1 b O

e em am we

De noodzakelljk en voldoende voorwaarde 18 dusg

2 e a ¢ O
Dy=a } 0, Dez}ﬁbpo, Dy={q p of >0
0 a c
of: a»0, abpc) 0.
Opgaven:
1. Los het stelsel (1) uit vggrbecld 1 op als b#a.
+ . -at ST -at -bt
Antwoord: qucqab s Vo= o & ¥Co€ s

c
41 -at _ _-bt,
V3= - pzg & -Cpe  +Cg.
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Geefl de oplossing als bes,

w0 e - .
Antwoord: Yy = c4e t, Vo = acqh@ dt+cge a%’

~at -at
Yy = -9c,ce (c +ep)e +Cq

Los het analoge probleem op als er vier stoffen zijn, waarvan de
cerste omgezet wordt in de tweede, de tweede op zijn beurt in de
derde en de derde tenslotte in de vierde, waarbij deze laatste sta-
biel is,

Antwoord: yq( t) =
vo(t) =
3(L) =
q(f) - .

Los het stelsel (5) uit voorb@e“ﬁ 3 op.

K- :‘ -
L. \ﬁ”" ﬁﬁﬁ t 4 b
Antwoord.ff = cqg + 2 63 cos Vﬁ'+ cy 8in Ve o

= K - 2y
= Sx + By

Los op

X
y
Antwoord:(x = c° (A cos 3. + B sin 3t)
{y = { ~(A+3B)cos 3t + (3A-B) sin Bt} .

D(D+1)x + D(D“+D—1)y+(D~1)zutt
DX+ (Deaﬁ)y - 2=0
X + Dy + Dz=0
Antwoord: x = {A +B-%
V= &t { (°A+H)L+HA 2B+(+*’f
z = e { (A+3)u“3ﬁ+B“$"§boj .

Bewljs, dat het systeenm
g?i + 3 + 2% = 29 sin ¢
X +37 +y =0

.

stablel is, G{ef de oplo 8ing als x=y=0 voor t=0,
Q\ - 1 . - ~ .
Antwoord: x = ?w (41 8 </ é% € 2t/5+ 21 sin ¢t - 67 cos t)

5 -t/ -2t/5
! (jgé'“ /. 1%9 e aa,;“13 sin t + 18 cos t)



X, Numerprieke Methoden

door

Prof.Dr J. Popken

$1. Numerieke benadering van integralen.

Bij de 1ntegratiemothodeg uit de vorige hoofdstukken worden we
soms gevoerd tot integralen | f(x)dx, waarbij de integratie niet in ge-

&

sloten vorm ultvoerbaar 1s, In het volgende Zzullen we methoden aange-
ven om zulke Integralen toch bij benadering numeriek te berekenen,

A. Primitieve (maar vaak doeltreffende) methode: Maak op millime-
ter papler een grafiek van y=f(x) en tel het santal hokjes in het ge-
bied begrensd door de grafiek, door de X-as en door de rechten X=a,X=b,
Breng als volgt een correctic aan voor de "rand hokjes"

a randhokjes doorsneden door de grafiek tellen we met gewicht %,

b randhokjes doorsneden doopr X=a 2n X=b geven we het preclese ge-
wicht. .

N.B.: Deze methode kan nog meer doeltreffend gemaakt worden door
het bovenbeschouwde oppervlak te bepalen met behulp van een planimeter,

B. Meer exacte methode, Het Tundamentele 1dee 1s, datbmen door
interpolatie f(x) gaat benadercn door cen veelterm P(x): _I P¢x)dx zal

dan cen goede benadering vmovv{ f(x)dx leveren,
a
§ 2. Trapeziumformule: Vervang f{x) door ¢en lineaire functie, die voar

x=a, a+h de waarden f(a) en f(a+h) bezit,

1)ja+h x)dx=meth {f a +f(n+h)}

“ﬂ

Schatting van de fout: Stel

| 1
fa'l”b ] §
F(t) = j Jdx - 4t {f(a) + f(m+t)} , ! '
al, u.l*h
dan is
Fr(t) = %{f(aﬁﬂ - f@ﬂ} -3t £'(a+t)
2

f(a) = f(a+t) - t £'(a+t) + i;g- t"(a+@t), 0«6 <1,

dus als we M zo groot kiezen, dat |f"(x)]|
volgt

< M voor agac$a+h, dan

e )
[Pr(t))= |- 4 £"(a+O¢)]

<

hig

Verder is }F(h)!a‘L F’(t)dt)fj 3 Mt2dt. Dus
o]

(2) )wga+h £(x)ax - h {f(a) + f(a+h{}l 5_%% M2,

Merk op, dat h hier in dc derde macht voorkomt. Deze laatste opmerking
leidt totbde volgende verscherping van de voorgaande methode, Stel we

‘mm@ﬁﬁnuf f{x)dx bij benadering berekenen. Verdeel het interval (a,b)
¥a
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in n gelijke delen ter lengte hs 9%3 . Pas op e¢lk deelinterval de tra-~

peziumformule (1) toc:

a+h
j £(x)ax = dn {£(a) + £(a+h)} v Ry,
i ]
a+2h
j £(x)ax = b { £(a+h)+f(a+en)} + Ry,
a+h
a+nh
j £(x)ax = kn { t(at(n-1)n)+r(ason)} + R,
a+(n-1)h

waarbij majoranten voor RysRps.vnsRy ult (2) kunnen worden gevonden,
Is dus M zo groot gekozen, dat

[£"(x)] « M voor agx gb,

dan volgt door optelling

(3) ~Lb f(x)dx = h {%f(a)+f(a+h)+...+f(a+(n—1)h+%f(b)} + R,

O

waarp
3 3
Mh M(b-a)
(4) ‘R; ;S n =
1e 1@n2
dx

. Kies daartoe in formule (3):

2
Voorbeeld, Berveken log 2 zj
Dus is f"(x)= 2% , zodat volgens (4) de

Yoorbeeld,
£(x) = & , a=1, b=2, n=10, |

) w 1 2 X4
fout in absolute waarde hoogstens . = i,
T2 0 502 600
a + h f(a + h)
1.1 0,909
1.2 8333
1.3 7692
1.5 7143
1.5 6607
1.6 bgﬁ
1.7 5882
1.8 5556
1.9 5263 .
6,1877
3 £(1) 5
3 £(2) 25
6,9377

Zo vinden wij log 2 =2 0,06938, terwijl volgens de tafel log 2 =
=0,6931472, (Vraag: waarom was hct te verwachten dat de berekende waar-
de te groot moet uitvallen?).

§ 3. Tangentenformulc: Vervang f(x) door een lineaire functie, waarvan
de grafiek in het midden van het interval (a,a+h) aan de grafiek van
f(x) raakt.
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a+h ;
(5) ja £(x)ax2s h £(a+kh)

]

i ]
i
Schatting van de fout: s \ ;
Stel X | ;
a+h ! H ‘
R mj f(x)dx - h f(a+:h) 1 { |
a B cw-ih awh

Dan is a+h

R ""j {r(x) - f(askn)] ax,
a
terwijl volgens de formule van Taylor geldt
£(x) = f{a+th) + (x-a-3h) r'(a+dh)+
b(x-a-3n)% ()
Kiezen we dus weer M als in geval 1, dan komt er
a+h

3 (x-a-3n)? £ (¥)ax]

3 +h o
u{ (x-a-4h)° M dx,
a

[

/A

bus a+h .
(6) iL £(x)dx - h r(wgn)} < o M3,

Hicruit kunnen we weer een formule analoog aan (3) vinden door
het interval (a,b) in n gelijke delen te verdelen en op c¢lk deelinter-
val de tangentenformule (5) toe te passen., Er komt:

b BN \ j ) 2n-1
f(x)dx = h {f(r‘)«w‘,h)+f{a+ & h)+.+f{at S5— h){ + R
a

me ; )
< -A»_.‘.M_;‘S..W .
24 n

§ %, Interpolatieformule van Tazrange,

Stel

Xq€Xp Covr <Xy

zijn gegeven, Bij -lk van dezo getallen is &¢n der getallen

yﬂ’yQ""’yn+ﬂ

gegeven, en wel beboort yy biy xy (¥=1,2,...,n+1). Gevraagd wordt een
veelterm P(x) van de graad n zodat

P(Xv} = ¥y (Vmﬂ,?,',,,n+1)
Het 1s duidelijk, dat er hoogstens <éen veelterm aan de vraag vol-

doet, want waren er twee Pq(x) en Po(x), dan was Pﬂ(xv)wPa(xﬂ}mO voor
=1,2,...,041, De veelterm Pq{x)-Pg(x) was dus hoogstens van de nde
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graad ¢n had n+1 nulpunten, d.w.z, Pq(x)mPa(x)gg 0.
We zoeken eerst cen veelterm Lﬁ(x) met

Lﬂ(xq)mﬂ, Lﬁ(xv)mo voor V=2,3,...,n+1,

Antwoord: () (x-%5) .. (x=x_ 4)
L X s o
(X% T TRy %)

1

Analoog voldoct

Ly () = (xwxq)...(x~§urq)(X-%“&1)...(x~xn+ﬂ)

(partq) e (5 ) (B Bygg) -+ (S )

aan s 0 als véuw | & symbool van
E,J_(Xv) =Ouy= {ﬂ als y =it Kronecker)
Dan volgt dat N4
P(x) = y (x)
L
G e

asn onze vraag voldoet.

$ 5. De_regel van Simpson,

a+h
(7) L £(x)axme & {2(e) + br(ashn) + f(am)}

Afleiding: Wo passen ecrst de interpolatleformule van Lagrange toe voor
het geval

D=2, X,=-k X,=0, Xy = k (k>0).
Dan is . (x) ) (x*xg)(x-x3) K(Xvk)
1 -
(xﬁ-xg)(xq~x3) 2k
L(x) = (x—xq)(x~x3) o <22
2 (x2~x1)(x2ux3) k2
L (X) - (X“xﬂ)(x'xz) - X(X+k)
3 (x3—x1)(x3wx2) QKQ ?
dus
1 2,2
P(x) = v, x{x-k) - 2y,(x"-k") + y, x{x+k ,
( 5;@' { 4 ( ) Q( ) 3 ( )}

wasrbij ¥, = £(-k), v, = £(0), y5 = (k).

k I

f(x)dx bij benadering doorJﬁ P(x)}dx. Nu is

-

We vervangen nuwf

™

k
; 2 .3
AiK~UJIX = K
M[k ( ) T

k
2 .2 4 .3
»Jlk (x°-k)ax = - 5 &
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'S ,
Jp x(x+k)dx = % k3,
i

L: P(x)dx =

k]

dus

- (% k3y1 + % k3y2 + % kByB)

JA

(£(~k) + 4 £(0) + £(+k)

wis o
=~

Hieruit volgt gemakkelijk de¢ formule (7).
Voor de absolute waarde van de fout, die men maakt als men (7)
toepast, vindt men

1 Sat - b
—— h°M als {i‘( )(x)l & Mvoor agxga + h

27.90

(vgl. b.v. L. Ford, Differentialequations (blz,188, 2¢ druk), Hardy,
Purc Mathematics, p.328).
De formule (7) is dus exact voor veeltermen f(x) van de graad £ 3.

Uit de formule van Simpson volgt de cxacte inhoudsformule voor
¢en prismolide

I = 2 (G + 4M + B).

Grotere intervallen kan men weer in n gelijke delen verdelen on

op e¢lk daarvan de bovenstaande formule tocpassen,

$ 6. Numericke integratic van differentiasalvergelijkingen,
In vele gevallen is het zelfs nict mogelijk om de oplossing van
ven differventiaalvergelijking tcrug te brengen tot integratics. Men

heeft in de laatste Jjaren cen groot aantal methoden ontwikkeld om tot
numerieke benaderingen te komen, Sommige daarvan knopen aan bij het
exlstenticbewijs, dat wij hicrvoor gegeven hebben. De volgende eenvou-
dige methode gaat terug op cen ander cxistentiebewijs, n.l. dat van
Cauchy. Stel we willen een approximatieve oplossing van het volgende
probleem

(8) y' = £(x,y), vyl(a) = b.

Het idee is, dat men cen vaste kleine anngroeiing h neemt en dan uit-
gaande van y(a)=b successief y(a+h), y(a+2h),--- approximaticf bere-
kent, waaruit men dan cen tabel voor de functie y(x) samen kan stellen.
Het probleem is dus slechts om, uitgaande van y(x), de waarde y(x+h)
bij benadering te vinden, Nu is

o6y = y(x+h) - y(x) = h y'(x+6h)
met 0 € 8 <1, Voor kleine waarden van h 1s dus bl} benadering

Ay &h y'(x) = h £(x,y),
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zodat
(9) y{x+h)=y(x) + h £(x,y).

Men kan aantonen dat onder zekere voorwaarden de zo gevonden ap-
proximaticve oplossingen voor h —0 naderen tot de exacte cplossing
van (8).

Voorbeeld 1: y! =\/x§+y , y(1) = 1. We nemen hier h=0.2,

b N f(x,y):\/x2+y Ay = h £(x,y)
4 1 1‘,’4’] 03282

1,2 1,282 1,65 ,330
1,4 1,612 1,89 ,378

1,6 1,990 2,13 , 426

1,8 2,416 2,38 LUHT76
2,0 2,892

In elke rij worden de y en Ay opgeteld en deze som vormt de
nicuwe waarde voor y in de volgende rij.

De berekening zo uitgevoerd is nog vrij ruw, want nemen we b,v.
h=0,1, dan vinden we voor x=2: y=2,960 in plaats van 2,892, Daarom
zullen we de methode later nog lets verbeteren,

Deze methode is gemakkelijk ult te breiden tot het oplossen van
systemen van de eerste orde, zoals

{y' = f(x,y,2z) , v(a)

z!

b

i

It

g(x,v,2) , z(a) = c.
In dit geval vinden we Ay = y(x+h)-y(x) en & z=z(x+h)-z(x) bilj
benadering uit de formules

8 yazh y'(x)
plzh 2 (x)

h £(x,7,2)
h g(x,v7,2),

it

(10)

it

zodat we uit het tripel waarden x,y(x), z(x) approximaticf kunnen be-
rckencn x+h, y(x+h), z(x+h). Zo vinden we successief uitgaande van
v(a)=b, z(a)=c benadercnde waarden voor y(a+h), z(a+h); y(a+2h),
z(a+eh), enz.

Een vergelijking van hogere orde dan de eerste vervangen we door
een systeem van vergelijkingen,

Voorbeeld 2: y" + ng‘ + (1+x)y=0; y(0) = 1, y'(0)=-2,

¢ stellen z=y' en vervangen de vergellijking door het systeem
y' = 2z » s Y(O) 1
Lzt = -x%2 - (1+x)y , z(0) = -2,

i

De numericke oplossing mct h=0,1 geeft de volgende tabel (de vergelij-
kingen (10) worden in ons geval A4 y=0.1 z2,A2Z = O.ﬂ(—xgz-(1+x)y).
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X y 4 y'(2) Ay Az

0 1 -2 -2 -1 -0,2 -0,1
0,1 | 0,8 |-2,1 -2, -0,859 -0,21 | -0,086
0,2 | 0,59 | -2,186 | -2,186 -0,621 -0,219| -0,062
0,3 | 0,371 -2,248 | -2,248 -0,280 -0,225| -0,028
0,4 | 0,146} -2,276 | -2,276

Een gevaar blj de voorgaande methode is, dat de gemaakte fouten
zich in het algemecen zullen opstapelen, We zullen daarom trachten de
voorgaande methode te verbetoren. Daartoe beschouwen we nogmaals het
probleem (8). We vonden daar (vgl, formule (9) voor y(x+h) cen cerste

benadering

(11) v (x+h) = y(x) +h £(x,7y).

Deze hadden we gevonden uit de vrlj ruwe approximatie A& y=h y'(x).
In werkelijkheld is & y= h y'(x+@h), met 0 < © <1. De benadering

Ay = zh {y'(x) + y'(x+n)}

zal dus in het algemeen beter zijn. In het rechterlid vervangen we nog
v'(x+h)=f(x+h,y(x+h) door zijn approximatie f(x+h,y1) en zo krijgen

(12) Ay 3h {f(xyy) + f(x+h,y1)}

Zo vinden we uit y(x) door middel van (11) en (12) een tweede benade-
ring voor y(x+h). In de volgcnde tabel is deze tweede benadering ver-
werkt in het geval van voorbeeld 1,

X V4 \/x?w1 Ay v X2+y
1 1 1,414
1,2 1,283 1,65 0,306 1,306 1,65
1,4 1,636 1,90 0,355 1,661 1,90
1,6 2,041 2,14 0,404 2,065 2,15
1,8 2,495 2,40 0,455 2,520 2,40
2,0 3,000 2,64 0,504 3,024 2,64

De hier toegepaste "tweede benadering" kan ook worden uitgevoerd
bij systemen van de cerste orde en dus bij differentiaalvergelijkingen
van hogere orde.,
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XI. Laplace transformaties

Literatuur: J.C. Jaeger, Introduction to Laplace transformation.(1950)

R.V. Churchill, Modern Operational Mathematics in
Engineering.(ﬁQ#h?
B. van der Pol and H. Bremmer, Operational Calculus,(1950)

G. Doetsch, Tabellen zur Laplace-Transformation und Anlei-
tung zum Gebrauch.(1947)

$1. Definitlie., In het volgende is f(t) steeds een gegeven functie van
een rele variabele t; onder omstandigheden mag de functiewaarde f(t)
complex zijin,

Als de integraal

Jm e St p(t)at
0
voor zekere waarden van s bestaat, dan heet
co
T(s) uj e~8% p(e)at
0

de Laplace getransformeerde (Laplace transform) van f(t). f(t) heet de
objectfunctie, T(s) de beeldfunctie, In plaats van T(s) schrijven we
ook wel £ £(t), o€ is een lineaire operator:

L (Ar(t) + meg(t)) = MLr(t) +anof g(t)
voor constante K.,fk.
We nemen in het volgende s steeds reEel, hoewel het voor een dle-

pergaande theorie, waarin men de theorle der complexe functies toepast,
essentidel is dat s ook complexe waarden kan doorlopen.

Voorbeelden: Q. Functie van Heaviside

1 voor £330
H(t) =

Q voor t< 0.

Dan is oo
H(s) sz e 8%t = 577 voor 8> 0
0
2. £(t) = t® (£30, p>-1), dan is }
T 00 o0
T(s)= e'Sttpdtzs“p"ﬂuf e %uPdu (u=st),
o) o

dus ‘

ot (tp) = vl voor p>» -1, 8>0.

gPt
Kiezen we speciaal p=n=geheelP0, dan is
4
L (") = »—E—W voor s >0;
8

bv, 2¢

2 a b
o (8 + bt +ct?) = =+ = + i
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In het volgende zullen we steeds sannemen, dat f(t) integreerbaar
18 in (0,00) en bovendien dat £{t) van exponenti¥le orde is, d.w,z, dat

(1) 12(t)] < M et voor t>0,

waarblj M>O0 en ¢ constanten zijn. In dit geval bestaat de Laplace ge-
transformeerde T(s) steeds voor s D¢, Zo 1s
o0

o€ (e7%) =f e e™ar = Lo voor 552
0

(deze formule gaat ook door voor complexe a als maar 8> Re a), Uit de
voorgaande formule volgt, wegens cosh at= %(eat+e"at),
oecoshatmgg(q - ’Q)w Bgvowfs)wi.

8@ a+a Sz_a

Analoog:
& sinh at = “ﬁl“g voor 8 » laf.

8" -a
Verder, wegens

%(eiat + e-iat)

o8 at = »

of cos at = 1+ 1) voor s»Re ia,

S~18 8+18
dfcoa at

en analoog

o@ gin at

B

dus

i

8
—5—5 VOOr 8 »0
s“+a”

it

a
—— Voor 5»0.
8 +a”

De vorige formules verenigen we In de volgende tafel:

objectfunctie beeldfunctie voorwaarde
1
H(t) - s»0
tP D+M p» -1, >0
8 H
" e n geheel > 0, >0
s
o 1
co8 at —*2?——-2—-
87+n §50
a
sin at — -
s‘#gg
cosh at 2
5e-a°
8 > lal
sinh at “gﬂmg
8" -8

Elk boek over Laplace transformatiesbevat, meestal achterin, een derge-
. lijke , magr veel meer ultgebreide, tafel,
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$2. Operaties en beeldoperaties.

1. Laat % een positieve constante zlJn, We zoeken de Laplace getrans-
formeerde van £(At) als die van (t) bekgnd 1is:

o0 " OO - T
J e™3% £ At)dt mz“"J e A p(T)dt (A=),
0 O

dus
Le(ae) 27T (F) (Fre)

2,™erschuiving" van de objectfunctie: 2ZiJ & >0, verder

£ () = 0 voor t LA
A £(t- ) )voor t» A.

Dan 1s

£ 1, (t)= jwe*ﬂtf(t..x )athwe*s(“” Ye(u)du = e~ X3 T(s).
A o

3, Verschuilving van de beeldfunctie:

& (e” X Er(t)) J

Q

@0
e 8t = At f(t)dt = T(s+A ).

4, Differentiatie van de objectfunctie: 21J f'(t) continu voor t>0.
Dan 1is wegens partifle integratie

[e ]
&£ (£1(t)) ud{ e 8t pr(t)at = [e”St f(t)]
0

=8 T(s) - £(+0)

oo oo
+ %} et p(t)at

O ¢]

als s8> c, wearin ¢ de constante in formule (1) is,

5, Differentiatie van de beeldfunctie: Z1Jj f£(t) continu voor t >0,s>c.

We kunnen c,‘;» ¢ kilezen, De Integraal
00

-J' e”SY tr(t)at
O

heeft continue integrand, is uniform convergent in s >,c,‘, terwijl ook

o0
j e"Stf‘(t)dt daar convergeert. Dus volgt
0 - o0
%g-d{ e Ste(t)dt = -j e Stcr(t)at.
o 0

ous L (-t £(t))= T'(s) voor s>c.

6. Integratie van de objectfunctie: 21 £(t) continu voor t »0, Stel
-~ Flt) wf £(T)at , dan is F(0)=0, dus volgens 4
: 0

o r(t) =R P'(t) = s F(s) - F(0) = s F(s),
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f t
’ oL (L £t)at ) = = T(s).

Ook voor deze operaties en hun beelden maken wij een tafel:

n2 object functie beeldfunctie vooéwaarde
£(t) T(s)
1 £ t) 3 T($) 250, Ixc
0 voor t €A s
2 if(t“h) voor £33 e T(s) A>0, s»c
3 et £(t) T(s+>) 8+ A >C
b fr(t) s T(s)-r(+0) £1'(t) continu,s)c
5 -t £(t) T (s) f{t) continu,sxc
t
6 j £()at 1 7(s) £(t) continu,s>c
0

Aan enkele voorbeelden laten wij zien hoe deze regels kunnen wor-
den toegepast:

a)ogea'c maf(eatﬂ(t))mﬁ(sua) = -é%]- voor 8> a,
b)ol (teﬂt) P ?i”s" ; - — s VOOr 8> 2,

-2
e) 213 A>O0, (=-a)

() 1 voor t3 A
Ho(t) =
A i(ﬁ) voor t <A,

dan is e—ks
‘H}{S) =

voor 8 >0,

Hieruit volgt weer voor

1 als ALL<CM
r{t) a§

0 anders,

dat o 5
T(s) = ;1- (e")"w"/u") voor s>»0,
® sin in t
d) Berekening vnn" l’——%—.—— dt: Stel f£(t) = 2 nt , dan 1is
® st sint® l v 4
-st sint .
T(s) mjo e =% dt, dus volgens rcgel 5: T (s)=-Lsin t = - R

dus T(s)=C-arc tg s. Voor s— 9 geldt T(s)-— 0, arc tg s—> g, dus

©® .3t sin t . e
Cx= g en we vindenjo € -‘3-—-{-—-— dim= g - arc tg s voor s >0, Met behulp
van de tweede stelling van het gemiddelde bewijst men dat de 1nc§oeg;r'aal
in het linkerlid uniform convergeert voor s »0.8-0 geeft damj ——E————-dtm
g »

; ¥

§3. Het terugvinden van de objectfunctie, In vele gevallen wordt ge-
vraagd om bij een gegeven "beeld" functle p (8) een functie f(t) zd te

- ‘bepalen dat
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(3) oL £(t) = ¢(s).

Het z.g. terugzoeken van een ‘objectfunctie 18 gewoonlijk een
moeilijk probleem, waarvoor men tal van methoden heeft ontwikkeld,
die we echter hier niet alle kunnen behandelen. In de praktijk kan
men zich in vele gevallen behelpen met een ultgebreide tafel van La-
place-transformaties als men bovendien de regels gebruikt, die in $2
zijn ultgelegd., Aan de hand van onze simpele tafel uit §:2 zullen we
dit toelichten,

Voorbeeld 1. Stel, dat we f(t) willen bepalen uit de vergelij-

king
of £(t) = —
]
Uit onze tafel zien we dat met de beeldfunctie f’p++1 correspondeert
de obJject functie tP, Met -Lu~ corregpondeert ads té“q. Dus past in

g«
ong geval
£t) = — 1.

Fx) vt VTt
(De waarde [ (%):Mﬁﬁ volgt b.v., ult de "waarschijnlijkheidsinte-
graal" @ 2
J €:—X dx z\/%“f“)
- D
Voorbeeld 2, Bepaal f(t) uit

o £(t) = o (a40)
as +batc

Door kwadraatafsplitsing volgt

2
cff‘(t)x 1 — ’)m%_’/&a%c:b.
a{(s+h) ﬁf&i} ba

Geval A:J¢L8>.O (of bg-%a0410). In de tafcl correspondeert de beeld-

functie ~§¢ﬁ~g met de objcoctfunciie sin g4 t, dus volgens regel 3 van
87+ Ah

§ 2 komt de beeldfunctie ’Mé -~ Overcen met de objectfunctie
N (84X )7+ "

= AL sin M t. Dus voldoet
o f ﬂ" 4,‘" A t .
£(t) = il sin L t,

Geval B:Jﬁ;dmO (b2~@ac:0). f(t)= mzm1-§§ ; ;% correspondeert met t,

a{s+ A s©
dus 1 met e Att. In dit geval is dus het antwoord
(s+X)

£(t) = o te At
Geval C:_u2<0 (b°-hac>0). Stel ,agm—/mem.

‘ of f(t) = J/%. (3*.:\'/4;3"_2 ’

- dus vinden we analoog met geval A
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£(t) = 5:}1'- e" % ginn ALt

De vraag komt nu naar boven of we bij gegeven functie tp(a)
hoogstens één of meerdere functies f(t) als oplossing van (3) kunnen
verwachten,

Stelling: Voldoet een continue functie f(t) aan (3), dan is er
voor t> 0 geen tweede continue functie, die ook aan (3) voldoet (z.g.
eenduldigheidsstelling van de Laplace transformatic),
Het bewljs berust fundamenteel op de approximatiestelling van
Welerstrass:

Is f(x) een continue functie in een eindig gesloten interval
[2,b] , dan bestaat er bij elke € >0 een veelterm P(x), zodat

Jf(x) - P(x)/ <« & wvoor elke x €[a,b] .

Voor een bewljs zie b.v. E. Landau, Einfihrung in dic Differential-
rechnung und Integralrechnung,blz, 103,

Uit deze approximatiestelling leiden we op zijn beurt de volgende
momentenstelling af:
21§ £(x) continu in [0,1] en 21
1

(%) J x" f(x)dx = 0 voor n=0,1,...,
0

dan volgt £(x)=0 in [0,1] .
Immers is (4) vervuld, dan geldt, daar elke veelterm P(x) uilt
machten van x 1s opgebouwd,

j1 P(x)f(x)dx = O,
0

dus d{ﬂ fg(x)dx fo
0

o

1 (x) (x) - P( )} 14’ )}

f fx) P d f dx.
X { X X x <& (x X

Hieruit volgt door £ — O

1T 5
f £2(x)dx = O,
Q

dus wegens de continulteit van f(x) inderdaad f(x)=0 in [0,1] .

We beginnen nu met het eigenlijke bewijs. Stel, dat de continue
functies fq(t) en fg(t) beide 2an (3) voldoen. Voor hun verschil
f{t) = fq(t)—f2(t) volgt dan

of £(t) = 0 voor s dc,
We hebben te bewijzen £(t) =0 voor t>0.

Als eerste stap beschouwen we het speciale geval dat lim  £(t)
- eindig is en c=0. We hebben dan speciaal it



a 9o

r(n)=55“°@"”t £(t)dt = 0 (n=1,2,...),
0
of, als wc e~ ax invoeren,
' 1
JD xn-1 f(-log x)dx = O (n=1,2,...).

Hicrin is @ (x)ef(-log x) cen continue functle in {o,1] (n.B. 48k voor
x=0), waarvoor geldt

J'1 x" Q(x)dx = 0,
0

dus wegens de momentenstelling &P(x}mf(-log x)=0, f£(t)=0 voor t>»O0.
Het algemcno geval van de stelling kunnen we tot het hier behan-
delde speciale terugbrengen. Kiles daartoce 8,>¢. Nu is

00 _at c -(s-8_ )t -8 ¢t
cff‘(t)mj ¢S5 o )at mj °""¢ © p(t)at.
Q 0
We passen nu partifle integratie toc ¢n noemen daartoe
t -5 X
J' e ° £(r)at = h(t) (continu, 1lim h(t)mf(so)).
o { —p SO
Dan is voor s)-so
-(s-s, )t o ©e -(8-8,)t
of £(t)=1e h(t) +(s~sO)J e h(t)dt
© 0
o0

- (saﬂg)J. (o) h(t)de.
O

~(8-8 )t

Pus volgt fee)
J§ e °" n(t)dt = 0 voor 5>8,

Q

waardoor het probleem tot het vorige speciale geval 1s teruggebracht.

Dus volgt
h(t) & 0 voor t >0,
-5t

0

h'(t)=c f(t)=0 voor t>0,

£(t)=0 voor t>0, g.c.d

§ I, Toepassing op een circuitproblecm. Van fundamentelc betekenis
voor de toepassing der Laplace transformatie is:

a) het lineaire karakter van de Laplace transformatie,

b) dat differentiatie en integratie ultgeoefend op een object
functie corresponderen met eenvoudiger operaties ultgeoefend op de
beeldfunctie (zie regel 4 en 5 in de tafel van § 2)., Daardoor kan een
probleem na "vertaling" er eenvoudiger uitzien.
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¢) de cenduidigheidsstelling van § 2,

Ons oplossingsschema 18 als volgt:
(Laplace transf,)
probleem voor object functies y eenvoudiger probleem
voor beeldfuncties

oplosging voor object functies

(2¢P“gzgeken)oplmasing in termen van

beeldfuncties

We beschouwen nu een gesloten clrcuit met daarin
1) een constante clectromotorische kracht E
2) een weerstand R
3) een zelfinductie L
4) een condensator met capacltelit C
Op de tijd t=Owordt de stroomsterke I{t)=0 gedacht,
Gevraagd wordt I(t) als functie van t.

| |

+ E - led
§

Aan de electriciteltsleer ontlenen we de vergelljking

t
EgRI(t)+L%ﬁ+%f 1(t)at
¢]

We nemen links en rechts de Laplace getransformeerde

- R TI(s) + L(s T(s) - 1(0)) +%Z§3_§l '

Dit wordt een vergelijking in de bveldfunctie T(s) met daarin geen
enkele differentiatie of intcgratie meer. Oplossing van I(s) levert

o) s Bt Ly
Ls“+Rs+C (842) %+

-1 2 LL-R°C

met A = 3RL™ ', U = £~§»- . Het terugzoeken van I(t) gebeurt met behulp -
L=C

van voorbeeld 2 van $§3. We vinden:
Geval A:/kL2>~O (4L > Rgc) I(t) = em AT sin aLt,
mwalB:)%%& MLﬂgc) I(t) = L m AT

geval C: m2<0 (BL<R%C) I(t) = = <" *%sinnfic.

BB

§5. De beeldfunctie is een rationale functie, Gevraagd wordt de object-
functie £{t) te bepalen uit de vergelijking

(5) of £(v) = Y2},
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waar p(s) en q(s) veeltermen ziJn zodanig dat de graad van p(s) hoger
is dan die van q(s).
We kunnen o 2 steeds in partifile breuken splitsen

3{»% Y= Zji (>*0¢)AL’

waarin Sqﬁﬂg"'°’$ de nulpunten van de¢ noemcrp p(a) voorstellen en
Masflpy eyl de raspvctixvcligkm multipliciteiten zijn, De object

functie, die bij de term ﬁ?ﬁ» behoort 1s
Oy
t"“*‘4 - 2)!
(gebruik off ~—e = —, en verder de verschuivingsregel 3 van § 2).

(M-1)r s

Hieruit volgt voor f(t) de ultdrukking
ol

6) f(t) = 5 Sl A
( (-3 }E;? Vel

De vergellijking (5) geldt voor elke 8> Max Re sy.

vn/‘,...,l"} t,Lk-'} 'g';;‘t
Is s.. complex, dan komt in (6) ook de term E; e voor,

De beilde toegevoegd complexe termen kunnen we dan samen nemen volgens

de rekenregel
st S )4
¢ % L T e = (artb)e(XFIVIE L (n p)e(x-1¥)t

= ECXt(a cos y t - b sin y t),

In eenvoudige gevallen qut men dit vaak anders aan,

Voorbeelden: a Bepaal f( uiiof £{t)= “g"i"“"
8743842
Er geldt
8 - . 4 N “:W
324_33‘}_{” s+i S+z

4

b. Bepaal £(t) uitof £(t)= -7 - De laatste breuk is te schrij-
? s?+as

2

8
ven - 2( 7S . bus

2]
a“(s“+a“)

r(t) = :% - J% cos a t,
a

¢. Vraagstuk 4,

We krijgen een eenvoudige regel als alle nulpunten van de noemer
. enkelvoudig zijn (dus M g=iy= . =m oel).
 Den is n.1.
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n e als,)
o E 'f:w:?;*”fi(t f‘v = v
'
p'(s,)

]
o

Fin
S

i

{v“’l’céb,n)t

-
U8
n als,) s,t
(r 3 PR Mi‘ ";) N X?
K IR e {2 N

Van belang is hiervan het speciale geval

ol r(t) .,,.._:?m
g Pys)

i

waar P(s) een veelterm is net enkelvoudige nulpunten, die alle ongelijk
nul zijn. Dc¢ fornule (7) geeft in dit geval
856
4 1.
(8) o(t) = ey TE

wellre wo do ontwl 'anlrgﬁfmwwas _van Heavlslde noemen,

$ 6.

Eenvondigheidshalve nenen we cerst cen vergelijking van de tweede orde:

Homzne 1icenire verpeldjkingen met constante co¥fficiénten,

(9) Y gy (0) 5 2,u(6)=0, ¥(0)= vy, 31 (0)=y ..

5 V(s

Volpens vegel 4 van § 2 1o de beeldfunctie van y'(t) gelijk aan
) = y(0); Qus dle van y"{z) is

"y —
sol y'(t) - y'(0) = 8 J(s) - s y(0) - y'(0).
Door toepassing van de Laplice transformatie neemt (9) de vorm aan

{7 906) — o w0} - i)} +ay Lo T(8) - 3(0)] + 2, F(s)0,

Cplezorg van (o) ult deze verpelijking levert
{5 y.+y .
Seig) Vg 31}

Het pechterlid 1s cen patlonale “unctic in s, De biljbehorende object

frnctie yit,; viand’. men met behu v van de nethode uit de vorige para-
Vb { &

graaf,

e

voorveeld: JU o+ a%y = 0, ;{0> = Voo ¥'O) = y,.

o

. NS i, 5 D

ot mery algomene geval

yf?)% aﬁyiﬂ ﬁ:q B IR SNV ,,y(n 1)(

0)=Yp1
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vindt men als men de karakteristieke veelterm door

n n-1
p(s) = 87 + 8,87 4.4,

voorstelt

- 1 Nel Ne? N N ‘
v(8) = {(s ta,8 “Ho.obag 4)Vo + (s “+ays 3+...+an_2)y1+

veervg b
8

25T ven de in § 5 beschouwde vorm. De
-1 in het rechterlid van de vorige for-
mule kan men onthouden door de regel, dat dit de "gehele delen" van

p(s) 8 zijn,

H E
‘ n
8 &8 3

dus weer coen ratlonale functile
cobfficienten van VosVqreeesV

$7. Convoluties.(Faltung, Produit de composition). Laat in het volgen-
de f(t) en g(t) twee continue functies van exponenti&le orde zijn. Z1]

(10) le(e)l< M, e“", Je(t)| g My " voor t30

Onder de convolutie van f(t) en g(t) verstaat men de functie
t
fxg (t) :zi £(T)g(t-T)at .
>
Voorbeeld, 21} f(t):g(t):eCt, dan 1s

fag (t) = t e,

Blijkbaar is deze bewerking commutatiefl

frg (t) = g (t).

Verder 1s de convolutie weer continu en ook van exponentlEle orde:

ct

| txg (t)] ¢ M, M,y t e voor t> 0

2

Hoofdeigenschapicf (£ g)=of .ol g voor s» ¢, m.a.w, de beeldoperatie van
de convolutic is de vermenigvuldiging van de beeldfuncties,

: —st T —3t2$
Bew zu.j (e )at, L ¢ Ce(ty)at, =
0
”"L)(t +'t,~)
T ”“ff e e £(t,)e(t,)dt,dt,,
N v
\\ waapr de dubbele integraal ultgestrekt 1s
over het getekende vierkant V, Noem 11 de
integratie blJdrage over de gearceerde
‘ driechoek, I? de bijdrage over de tweede
o , T g, drichoek. Bi] Ia is t1+t2,}’r, dus

(e- a)(t +t2)

f(tﬁ)g(te)’ £ MM, e
<My N e” (8- c)T

3&wa(tﬁ+t2)
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zodat lIgi £ %TQ,M1M2 e"(s"C)T en dus, als 3 >¢, geldt Iavao als T —p WO,
bqs 2)
alt,T)

Stelt men verder tq+tgwt, zzmx., dan 1s wegens =

I,}mjfe“sﬁ r(t-T)g(t) dt at ,

waar gelintegreerd wordt over O« <t <T. Omzetting van de dubbele in-

tegraal in een herhaalde geeft
T -5t ¢ T -8t
I,]mf e dtj £(t-C)g(T)at mj e 8t rag(t)at.
0 o} 0

Dus
T mstq T ~st
- - ~A <y
jo e f‘(t,})\,tq.jm e 2)(&@2 f i‘»g(t)dt + I,

%

Voor T-+cx>nadert I tot nul en volgt inderdaad

QO OO .
J' Stf(t)dt .j' ¢St (t)dt mjn e~8t f#g(t)dt,
o o

¢
t
Voorbeeld: f £(r)dv = j £(T) H{t-T )dT = £#H.
O

Dus vinden we terug

€ ﬁ
ofj r(t)at =of £.o{H = l‘(g%l _
0
Opgavet Bewljs de assoclatleve eigenschap
(f2¢g)uh = »#(zmh)

met behulp van de hoofdeigenschap.,

§ 8. Inhomogene lincaire vergell jkingen met constante co&fficienten,

n n-1
(11) )qu( )+...+anyzf(t),Y(O)myﬂ,’y'(O)myq,...,y (0)=y, _,.

We splitsen de opgave in twec delen:
I, Oplossing van de gereduccerde vergelijking met dezelfde beginwaar-
den. Dit is in § 6 geschied

II, Oplossing van (11) met Vo=V a=e o=y

n-1=0 (de z.g. restoplossing r(t)).

Door optelling van de oplossingen I en II vindt men de gevraagde
integraal van (11).
Toor de restoplossing heceft men T'(s)=s ©v(s),

r'(s) = SQF(E),...,P(ﬂ)(s) = s"F(s). Dus

=

(3n+aqs +...+an) T(s)= T(s)

T(s) = sy T(s),

ﬁala‘pﬁa) de karakteristicke veelterm voorstelt,
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Laat q(t) de obd&atfﬁncti@ van @f%T zijn (te vinden met de methoden
ven § 5), dan is
t(s) = q(s) T(s)
en dus volgens de hoofdeigenschappen
T(8) = g%l ?
r(t) = quwf m)' Cq)e(t-T )dt .
0
Voorbeeld: y”%»ngymf‘(t), y(C))w;y@,y'(O)myq

Wegens q(s)= ”El"ﬁ is q(t) = % sin at, zodat de restoplossing is

r(t) = g f(t)# sin at,

Dus 1 q ¢t
v(t) = ¥, cos at + =y, sin at + %:I f(t-T)sin at dT

§ 9., Het "superpositieprincipe" (Maxwcll, Boltzmann),

tot de restoplossing Pq(t) van

(12) y(n)+a1y(“'1)+...+nnymﬂ(t).
Uit (12)volgt n.1.
- — 4
(13) (s"+a,8" e 4a ) To(s) = 3 ;

aan de andere kant is

(s“+aqsn‘1+...+nn) T(s) = T(s),

Dus
T(s) = s T(s) . F;(s).

Nemen we aan, dat £'(t) continu is, dan is volgens regel 4 uit *§2

(s) = {s T(s)-£(0)} ¥;(s) + £(0) Fa(s)

~

=L rr(t)ele,(t) + £(0)elr,(t)
en de hoofdeigenschap van §7 geeft
r(t) = f’ﬁ~rq(t) + £(0) rq(t)
j t
{ = £(0) rq(t)+“I £1(T) rq(t—t)dt .
0
Dit is het z.g. superpositieprincipe.

| De restoplossing rq(t) van (12) 1s zeer eenvoudig te vinden als de
~ nulpunten Sq4855...,8, Van de karakteristieke veelterm
p{ﬁ)mﬁn+aﬂa“”1+...%an alle enkelvoudig en ongelijk nul zijgn, Uit (413)
wolgt n,l.
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?(S) = 1
8 p(s)
en de ontwikkelingsformule van Heaviside (8) geeft in dit geval
8 4L
(t) = 5707 + = _eJ
TR z;! 5,p'(59)
v v
Opgavent
1) Bepaal f£(t) alsof (£(t)) = z~2§m27§ (8>»0)
. 4, t sin at 8 ta
Antwoord: —
2) Bepnalol (t cos at).
2 2
Antwoord: —Sm=2, (s>0)
(s“+a®)
3) Bepaal £(t) als of (£(t)) = ——rt— (s>-%)
1a 8 4841
Antwoord: %Aj?.e”at sin gufé t.
4) Bepaal (t) als ol (£(t)) = —poe (s> -%)
8 +8+1
. cq(s+%) cH2

Aanwijzing: Schrijf:

= redi o
5 +8+1 (s+§)2+a2 (s+%)

Antwoord: f(t) = w“%t(cos é\/é t- %\/B sin %V[B t)

T
“+a”

5) Bepaal y(t) uit:
t
{;y(t)+y’(t)+J’ y(t)dt =1 (gebruik hlerbiJ vraagstuk 3 en 4)

O
y(+0)m1

L
Antwoord: y(t)= e~3t {:%Mﬁﬁtsin-g\/ﬁ t + cOS %\/é t} .
6) We definieren £(t) als volgt:
1 voor 2n £t <2n+
f(t) =

0 voor 2n+1 gt <2n (n=0,1,2,3,...)
Bepaal T(s).
Antwoord: ——— (s >0).

s(1+e™%)
7) Gegeven:ol (f(t)) = zugﬁmsg , Re 8>0,
8 +1
Gevraagd f(t) te berekenen:
A) Door gebruik te maken van de regel T'(s) = ,of{t f(t{} .
B) Door middel van convoluties.
Antwoord: f(t) = 3t sin t.
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8) Gegeven:of (f(t)) = —m—w— , 28>0, Re 850
(5‘;“"‘3{; ’ ?
Gevraagd £{t) te berekenen:
2
A) Door zwgﬁm3§? geschikt te splitsen (zie ook opgave 2).
s +a©

B) Met behulp van convoluties,
Antwoord: f(t)mi(gigmﬂi - t cos at).

9) Los op: y"~2y'+ym2@t
y(0)=3, y'(0)=1

Antwoord: y(t) = et(t2-2t+3).

10) Gegeven: of (£(t)) = ! s, Re 8>0.

2 ns(s%41) (1-e= T 5)

Gevraagd: f(t).
Aanwijzingen: Gebrulk het resultaat van opgave 6 en de hoofdstelling

over convoluties,

0 als 2(2n+1) <t €2(2n+2) N n=0,1,2,...
Antwoord: f(t) =
, 1-cos t als 2(2n)Ml <t €2(2n+1)N n=0,1,2,...

Einde van de cursus "Gewone Differentiaalvergelijkingen"



